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TEMA 11
FUNCIONES VECTORIALES

INTRODUCCION

En el capitulo pasado se estudiaron funciones escalares de variable vectorial f:AcR"-R,
que se presentaron como una generalizacion de las funciones escalares de variable
escalar' f:A<R-R vistas en los cursos de Calculo Diferencial (CD) y Calculo Integral
(CI). Ahora, en este capitulo se presentaran las funciones vectoriales, que son una
generalizacion de las funciones escalares vistas anteriormente.

Muchos de los problemas a los que se enfrentan los ingenieros, consisten en el
analisis de fendmenos fisicos, y por lo tanto requieren de la descripciéon de magnitudes
fisicas. Estas cantidades, las podemos clasificar en dos grandes categorias: escalares y
vectoriales.

Algunos ejemplos de cantidades escalares son:

Temperatura
Voltaje
Masa
Densidad
Tiempo
Volumen
Presion

Numeros ordinarios

Mientras que dentro de las cantidades vectoriales se tiene:
Fuerza
Posicién
Velocidad
Aceleracion

Campos eléctricos y magnéticos

También llamadas funciones reales de variable real.

Puesto que la naturaleza de las cantidades es distinta, conviene dar a cada categoria
un enfoque de estudio diferente. Asi, para las cantidades vectoriales se ha desarrollado un
analisis que simplifica considerablemente los calculos. El analisis vectorial proporciona
una serie de herramientas utiles para que el ingeniero pueda resolver problemas que de

otra forma le serian muy dificiles.

DEFINICION DE FUNCION VECTORIAL

Definicion 2.1

Una funcion vectorial es una regla de transformacion tal que a cada punto

de un dominio le corresponde un vector.

Si se tiene una sola variable independiente se dice que es una funcion vectorial de
variable escalar (real).
Si hay mas de una variable independiente (dos o mas), se dice que es una funcion

vectorial de variable vectorial.

Para hacer referencia a una funcion vectorial de R” a R™, se utiliza la siguiente
notacion F : A ¢ R” -~ R™. Donde la notaciéon 4 < R” indica que el dominio 4 de la

funcion F es en general un subconjunto de R”.

Los siguientes son algunos ejemplos de funciones vectoriales.
EJEMPLOS GEOMETRICOS

- Ecuacidn vectorial de la recta en el espacio.

1(1) = (xp +at) i + (y,+bt) j + (z+ct) k
Donde (x,,¥,,Z,) es un punto de la recta con direccion del vector [a,b,c].

- Ecuacion vectorial del plano.

r(t,s) = (x, +at +ays)i+(y,+bt+bys)j+(z,+ct+cs)k
Donde (x,,¥,,Z2,) es un punto del planoy [a,,b,,c,],

[a,,b,,c,] son dos

vectores no paralelos contenidos en el plano.

- Ecuacidn vectorial de una curva en el espacio.

r(t) =fi()i+ )]+ [k

A.L.B.S.



CALCULO VECTORIAL 2

Donde f(¢)

i=1,2,3 son funciones escalares de variable escalar.

- Ecuacion vectorial de una superficie.
r(t,s) =fi(t,s) i+ f(t,8)j+ f;(t,s)k
Donde f;(t,s) i =1,2,3 son funciones escalares de variable vectorial.

EJEMPLOS FiSICOS

- Funcién vectorial que describe la velocidad de flujo en una tuberia.
Imaginese que se desea modelar la velocidad en cada punto de un fluido que
corre por una tuberia. Entonces se tiene un funcidon vectorial de variable
vectorial del tipo
v(x,y,z) = fi(x,y,2) i + f(x,y,2) ] + fi(x,y,2) k
Donde f;(x,y,z)

vectorial.

i =1,2,3 son funciones escalares de variable de

- Funcion vectorial que describe la direccion y la magnitud del flujo de calor.
Si se calienta un extremo de una placa metalica, es posible modelar el flujo

de energia mediante una funcion vectorial.

Es importante observar que un caso particular de funciones vectoriales de variable
vectorial, se tiene cuando las dimensiones del dominio y recorrido de la funciéon son

iguales, cuando esto sucede, a las funciones se les llama campos vectoriales.

Definicion 2.2
Un campo vectorial en R”, es una funcion vectorial de variable vectorial

que asocia un vector F(X) a cada punto X de un dominio. Se denota por

F:A4cR' - R"

Campo vectorial es un concepto esencial del Calculo Vectorial., es decir, del curso
de Calculo III.

Los ejemplos fisicos que se presentaron de funciones vectoriales, son ejemplos
también de campos vectoriales. Algunos otros ejemplos de campos vectoriales son los

siguientes.

EJEMPLOS DE CAMPOS VECTORIALES

- La velocidad en cada punto de un disco circular giratorio.
Sise desea conocer la velocidad lineal en cada punto de un disco circular, por
ejemplo un disco compacto, se tiene un vector de velocidad en R? para cada
punto de R2.

- La fuerza de atraccion de la Tierra sobre un cuerpo.

El campo de fuerza gravitacional, modelado de acuerdo con la ley de Newton

f = - mAZG T, es un campo vectorial en R3.
r
REPRESENTACION GRAFICA DE FUNCIONES
VECTORIALES DE VARIABLE ESCALAR
F:AcR-R" n=2,3

Aligual que las funciones estudiadas en los cursos de CI, CII, y el primer capitulo de este
curso, las funciones vectoriales pueden representarse de manera grafica. Por ejemplo, la

funcion vectorial
r(t) =3senti +3costj , te[0,2m]
representa un familia de vectores que parten del origen, con direccidn variable y modulo

constante de tres unidades. Algunos de estos vectores se encuentran trazados en el

siguiente dibujo.

A.L.B.S.
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7o F(

Entonces, una funcién que vade R a R3 puede representar, en general, una curva

en el espacio. Por ejemplo la funcion

Puede observarse, que las puntas
de los vectores describen una curva.
Esta es una de las aplicaciones de las
funciones vectoriales, donde dichas
funciones pueden representar el
movimiento de una particula a lo largo
de una curva, o bien pueden
representar la grafica de una curva. Por
ejemplo, la funcién anterior describe
una circunferencia con centro en el

origen y radio tres.

Esta ultima representacion para
funciones vectoriales de variable
escalar es la mas comun, y por ello,
como ejemplo de funcion vectorial se
menciond la ecuacion vectorial de una
recta en el espacio, asi como la
ecuacion vectorial de una curva en el

espacio.

r(t) =3senti +3costj+tk , te[0,2n]

representa una porcion de hélice.

Ejemplo 2.1
Obtener la grafica de las siguientes funciones vectoriales
a) r(t) = 3ti + (t-1)j b) r(¢) = 2cost i + 2sent j

Resolucion

a) x =3t =

y=t-1 =
Igualando LI
3
Finalmente
b) x = 2cost = x2 = 4 cos’t
y = 2sent - y? = 4sen’t
Entonces: x2 + y2 = 4(sen2t + coszt) = x2 + y2 = (2)2
Finalmente Y.

A.L.B.S.



CALCULO VECTORIAL 4

(x.y) f(x,y) (x,y) f(x,y)
REPRESENTACION  GRAFICA DE  FUNCIONES (1.0) j (1-1) i j
VECTORIALES F: 4 c R* - R® . .
(2,0) 2j 0,1) -1
Si la funcién vectorial proporciona el vector de posicion de un punto en R3, entonces la
- 2_m3 (3,0) 3j (0,2) -2i
funcion F:AcR*»R” puede representar, en general, una superficie en el espacio. Por
ejemplo, la funcién vectorial (1,1 LI (0.3) ~3i
r(t,s)=ti+sj+tsk (2,2) 2i +2j (-1,1) -i-j

representa un paraboloide hiperbdlico rotado 45°.

0

i

T L Pt ot WO e M

Noétese que los campos vectoriales no representan vectores de posicion.

REPRESENTACION GRAFICA DE CAMPOS VECTORIALES P 0~ En la gréfica anterior se puede
= _ PR O i i e NN observar que los vectores dibujados
F:AcR'-R" n=2,3 //4_\\\\ ]
£ 7 ~ \ \ \ presentan una tendencia, y es
AV . :
precisamente esa tendencia de los
Los campos vectoriales se representan de una manera muy particular, pero antes de 2 B S :\ } } i X vectores la que se dibuja
] ] 1 .
estudiar su representacion es conveniente observar la tabulacion y dibujo de algunos EEbd I /o .
VAN T A Los campos vectoriales se
vectores de un campo. LA T T j j ; ; representan a través de lineas de
NN N T
i VA campo.
Por ejemplo, si se desea conocer la grafica del campo vectorial R

F(x,y)=-yi+xj

se puede realizar una tabulacion para distintos puntos y posteriormente dibujarlos.

Las lineas de campo son aquellas en las cuales los vectores de campo vectorial son

A.L.B.S.



FUNCIONES VECTORIALES 5

tangentes.

Definicion 2.3

Sea F un campo vectorial. Una linea de campo o linea de flujo de F es una

trayectoria F(¢) tal que % es F_'(F(t))

Para el campo anterior, las lineas de campo son trayectorias que describen
circunferencias concéntricas con centro en el origen y orientadas en el sentido contrario
al de las manecillas del reloj.

Es importante aclarar que las lineas de campo son lineas imaginarias, no existen en
realidad, es decir, s6lo ayudan a obtener una aproximacion de la grafica de un campo
vectorial, y no son la funcidn en si; sin embargo, para que las lineas de campo representen

una funcidn, no deben nunca tocarse ni cruzarse.

DOMINIO, LIMITE Y CONTINUIDAD DE FUNCIONES
VECTORIALES

Antes del calculo de limites, es necesario identificar la forma en la que se obtiene el
dominio de una funcion vectorial. El dominio de una funcion vectorial, es la interseccion

de los dominios de cada una de las funciones escalares que la componen.

Ejemplo 2.2

Determinar el dominio de las siguientes funciones vectoriales de variable escalar.

2) F(t):lnti+%j

— 3
b) r(t) = \ti+e'j+sen3tk
Resolucion
a)  Puesto que estudiamos funciones reales de variable real, la funcién logaritmo

natural sélo estd definida, en los numeros reales, para valores positivos,

entonces:

D-={t]|t>0;¢teR }

b)  Puesto que las funciones escalares de las componentes tiene como dominio
a todos los reales, entonces
D-={t|teR }

Ejemplo 2.3
Determinar el dominio de las siguientes funciones vectoriales de variable vectorial.
= 3x , 2.
a) F(x,y) = —2—i+ (x2 - 9y?)%j
x“+y
— 2
b) Fry) = (Vx - )i+ e 1)+ 2k
y - x?
Resolucion
a)  Si fi(xy) = 3 , puesto que no estd definida la divisién entre cero,
x? + y?
se tiene
D, = {xy)|®y * 0,0); (xy) € R*}
Si f,(x,y) = (x%2 -9y?)2 = ;, entonces
(x? - 9y?y

D, = {@y|x=*%3y; (y) e R}
Finalmente el dominio de F es la interseccion de los dominios de Lyl

Dz =D, ND, = {@y)]| x = £3y; (xy) € R?}

b)  Parala componente en i :
D, = {@xy| x20,y20; (x,y) € R?}

para la componente en j :

A.L.B.S.



CALCULO VECTORIAL 6

D, = {(xy)] xy>-1;(xy) € R}
para la componente en k
D, = {@&»|y*x*;(xy e R}

Finalmente: DI; = Df1 N sz N Df3

={@®y|x20,y>0,y*x?;(xy c R}

Para la obtencion de limites se analizaran primero las funciones vectoriales de

variable escalar.

Definicién 2.4
Sea 7 (¢) una funcién vectorial de variable escalar 7 : 4 ¢ R-R", definida

en un entorno del punto %, excepto posiblemente en Z,. Entonces aesel
vector limite de {(#) cuando ¢ se aproxima a 1, y se expresa como

lim () = a

=1y
Siy sélo si, para cada € >0 existe un correspondiente &> 0 tal que

|F(¢) - a | <€ siempre que 0<|t-1,|<0

A

Obsérvese que 7 () tiende al
vector @ en la medida en que ¢ tiende a

cierto valor #,, y debe recordarse que no

es necesario que la funcidn vectorial esté

definida en el instante o valor al que £ se
aproxima.

La definicion gnterior no es util para obtener el limite, sélo sirve para comprobar

si el vector @ corresponde al limite de #(#) cuando # tiende a t,. Para obtener limites de

manera practica es necesario establecer la siguiente definicion.

Definicion 2.5
Sea 1 : A <R -~ R? una funcion vectorial tal que
r@) =[O i+ [0+ [0k

entonces

lim 7 (¢) = [lim £,(0)

=1 =1

i +[lim fz(t)}j " [lim f3(t)] k

=1 1=ty

siempre y cuando los limites de las funciones f; i=1,2,3 existan cuando

-1,

La definicidon anterior se presenta para funciones vectoriales F:4 cR-R? (en el
espacio), pero es igualmente util para funciones 7: 4 <R -~ R? (en el plano), considerando
que no existe componente en la direccion Kk, y puede generalizarse para funciones
vectoriales r:AcR-R”. Como puede observarse, para que el limite de la funcién vectorial

exista, debe existir el limite de cada una de las funciones escalares. Si no existe el limite

de alguna funcion escalar, entonces no existe el limite de la funcidn vectorial.

La definicion de continuidad en un instante (o en un punto) para una funciéon

vectorial es similar a la definicion de continuidad para funciones escalares.

Definiciéon 2.6
Una funcién vectorial 7 () es continua en ¢ = £ si

lim (1) = r(t)

=1,

Retomando la definicion dada para el limite de una funcién vectorial puede
concluirse que una funcién vectorial es continua en un valor si y sélo si, las funciones

escalares de cada componente son continuas en ese mismo valor (instante).

Ejemplo 2.4

A.L.B.S.



FUNCIONES VECTORIALES 7

Obtener, si existe, el limite de las siguientes funciones vectoriales.

SeN2f; , (¢-5)j + t It k}

a) lim
t-0

. . . 1 -
by lim |t i+ (262 +3)j+ —— L g
0 t

Resolucion

a)  Puesto que se presentan indeterminaciones en las funciones de la primera y

ultima componentes, se aplica la regla de L'Hopital, de la siguiente manera:

SN2, (t-5)2j + tInt k} ~ lim Se‘:z’i +(@-5pj+ Bl

t-0

lim

t-0

Aplicando la regla de L'Hopital

1
tim | 2925+ -5+
t-0

k| =2i+25j+0k

t2

b) Para este limite también se aplica la regla de L'Hopital en la tercera

componente.

lim \ﬁi+(2t2+3)j+wk}

+0 t

=11'm{\/;i+(2t2+3)j+ SNl gl =0i+0j+0k=0
-0

Ejemplo 2.5

Analizar la continuidad de la siguiente funcién vectorial

r(x) = angsen; i +angseny 1 - x2 j +seny1 - x2 k
1-x2

Resolucion

Para evaluar /1 - x? que aparece en las tres componentes, se debe cumplir la
condicién 1 - x2 > 0 o bien x2< 1.

Para la componente en # , se tiene que es continuasi I - x2 > 1.

Para la componente en j , la funcion es continua si @< 1-x2< 1,y para la
componente en k, basta que se cumpla I - x2 > 0.

Finalmente, la interseccién de las condiciones anteriores se dacuando 1 — x2 = 1
o bien, x = 0.

Por lo que se concluye que la funcion sélo describe un punto.

Al igual que para las funciones escalares, también es posible definir funciones

vectoriales utilizando mas de una regla de correspondencia, como lo muestra el siguiente

ejemplo.

Ejemplo 2.6
2 -1

i+3j , t#1

Sea la funcion 7 = r(#) =

2i+j , =1

Determinar si la funcién 7 es continuaen ¢ = 1.
Resolucion
¥ es continuaen ¢ = 1 si
r(1) =lim r(¢)
-1

Por otro lado:

F(t) = 2@+

t-1 t-1

. t2 -1 . . 3)
lim 1+(11mt)]
-1 t -1 -1

=2i+j = r escontinuaen t=1

, L t2-1, 3.
lim r(t) = lim 1t+t]

A.L.B.S.
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Ahora se analizaran las funciones vectoriales de variable vectorial.

Supdéngase que se tiene una funcidn F de n variables y recorrido en m
dimensiones F:AcR">R™
F(X)=f(X)é +f(X)e, + ... +f(%)é,
3 X,) s éi'éj=0 para i #j y & & =1 para

donde X = (x5 %y, %5, « v .

toda 7,

entonces, se tienen las siguientes definiciones :

Definicién 2.7
Sea F_'(f) una funcion vectorial de variable vectorial F: A< R"~ R i

definida en un entorno del punto X, ,excepto posiblemente en -’?o .
Entonces L es el limite de F(.f) cuando X se aproxima a 370 Yy se expresa

como

im_ F() =L

x-X
Siy sélo si, para cada €>0 existe un correspondiente 6>0 tal que

|I?'(.f) -L | < € siempre que

Definicion 2.8
Sea F:Ac R~ R3 una funcién vectorial tal que
F(x,y) = f1xy)i+f,(xp)] + [(x.) k

entonces

lim  F(x,y) =
2,0~ (.50

lim  f(x,y)
(x,J’)‘(xo,J’o)

i+ lim fz(x, )
(x,J’)‘(xo,J’o)

j+[ lim  f(x.)| &
(x.y)- (xo,yl))

siempre y cuando los limites de las funciones f; i = 1,2,3 existan cuando

(, )~ (x9,7)-

0<|x - x, | <d

La definiciéon anterior es un caso particular para funciones F:AcR?*-R3, pero

puede generalizarse para funciones F:AcR"-R™.

Con respecto a la continuidad, se establece la siguiente definicion.

Definicion 2.9
Una funcién F(X ) es continua en X = X, si

im F(X) = F(X,)

X~ Xy

Al igual que en el caso de limite de una funcion vectorial de variable escalar, la
definicion formal de limite para una funcion vectorial de variable vectorial no proporciona

dicho limite, por lo que se establece la siguiente definicion.

Ejemplo 2.7
Determinar, si existe, el limite de la siguiente funcién vectorial cuando (x,y)
tiende a (0,0)
— 2, 4,2 3 44,3 2
Fx,y) = sen(x” +y )i LXty j+ X"
x2 +p? x2 + y?

2 + y2
Resolucion

Calculando el limite de cada una de las funciones escalares se tiene:
Para la primera componente:

2 2
lim sen(x” + y7) haciendo un cambio de variable (x2 + y? = u)

e)-00 x% + y?

A.L.B.S.
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2 2
. sen u . sen(x”- +
lim =1 porloque lim sen(x” +y°) _ 1
u-0 U c»-00  x2 +y?
Para la segunda componente:
x3 + p3
lim - utilizando limites reiterados
@x»)-00) x° +y
3 3 3
R A . X .
tim lim XY | = lim X = limx = 0
x-0 (y-0 x2 + y2 x-0 X x-0
3 3 3
. .ox° o+ . .
lim |lim 2 Y =lim= =limy =20
y~0 | x-0 x2 + y2 y-0 y2 y~0
x3 + p3

Por lo que lim

3 > si existe , es 0 (cero).
@»)-00) x° + y

Para la tercera componente:

2
x
lim XY

, igualmente utilizando limites reiterados
@»-00 x> + y?

2
tim |lim —%¥~ =1im&=lim0=0
x-0 [y-0 x2 + y2 x-0 x2 +0 x-0
. . ch2 .
lim [lim —L | =1m 0 =0
y-0 [x-0 x2 + y2 y-0

. xy? o

Por lo que lim —=2 siexiste,es 0 (cero).

=)-00) x? + y?
Finalmente, el limite de la funcidn vectorial , si existe es

lim F(xy) = i+0j+0k = i
(x)~(0,0)

DERIVACION DE FUNCIONES VECTORIALES DE VARIABLE
ESCALAR

Para el caso de una funcion r:4Ac R-R", se tiene la siguiente definicion.

Definicién 2.10
Sea F = F(t) una funcién vectorial de variable escalar. Entonces la
derivada de 7 se define como:

dr(t) i L

dt Ar-0 At F(t i F(t)]

siempre y cuando el limite exista.

Puesto que 7 () es una funcién de una sola variable, entonces la derivada, es una

derivada ordinaria.
En forma practica, la derivada de una funcién vectorial se obtiene al derivar cada

. . - dr
una de las funciones escalares que la componen. La derivada de 7 con respecto de ¢, —

también puede denotarse 7/(f) o bien utilizando la notacion de Newton 7

DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR DE FUNCIONES
VECTORIALES DE VARIABLE ESCALAR

Al ser otra funcion la derivada ordinaria de una funcidon vectorial, es susceptible de

volverse a derivar, lo que da origen a las derivadas de orden superior.

Por ejemplo, para una funcién r = F(?), su derivada es %F, y su segunda derivada
t

5= -
es ﬂ = i ﬂ, en general, la n-ésima derivada de r es:
dt? dt| dt
d"r _d|d"'r
de*  dr| gt

FORMULAS ESPECIALES DE DERIVACION

Sean (1), 1,(¢) y r;(¢) funciones vectoriales derivables y f(#) una funcién escalar

A.L.B.S.
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derivable, entonces

S A CIOREACI B AOREAG

b L RO AR  FORE

R ACRACI R ACHACREAORAC

d) % ACKEAGCIEE A ACERAOEIAG)

0 L RO B RO]= (RO*R©) xF@)+
+(ROXF0) )XF (1) + (FH @O x5 (1) ) x 7 (1)
D L[ RO RO RO] = RO RO <F@

+ R (1) R () X () + F (D) - () < Fy(1)

Dado que el producto vectorial (producto cruz) de dos vectores no es conmutativo,

el orden en el que aparecen t_‘l, 1_'2 y t_'3 en los incisos d), e) y f) debe respetarse.

Ejemplo 2.8

Utilizar las formulas especiales de derivacion para obtener las siguientes derivadas.
iz = dl=r  =[1
a) —[r(@® x r'(®] b)—[r2t +r(—)]
AGORE0 AR
Resolucion
o Ly x 7o) - FoxFO + TOxTO
y puesto que /() x rl(®) = 0 =

g[F(r) < F(D] = o) x 7

o A[Res - 5(Y)] - 27 - 15[

INTERPRETACION GEOMETRICA DE ‘;_:_

La derivada de una funcién vectorial de variable escalar F = P(#) representa,

geométricamente, un vector tangente a la curva descrita por 7(z).

ZA

< -/ ¥®

T+ an )

r(t + A1) :y 'y

INTERPRETACION FiSICA DE LAS DERIVADAS ‘fi_:_ Y ‘;%7
t

Si r(t) representa la posicion de una particula en el instante de tiempo £, entonces, la

variacion de la posiciéon con respecto del tiempo en un instante —, es la velocidad

instantanea de la particula y se denota ¥ = ¥(#). De la misma forma, la variacién de la
velocidad con respecto del tiempo en un instante es la aceleracion instantinea de la

particula y se denota por @ = @(#). Es muy comin que al derivar una funcién con

respecto del tiempo se utilice la notacion de Newton, por lo que

v = Z—F 7 ()

A.L.B.S.
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[ X

Por otro lado al mé6dulo de la velocidad instantanea |17(t)| se le llama rapidez, y

se denota por v ().

Ejemplo 2.9

Obtener 7/(£f) y 7 (f) para las siguientes funciones vectoriales

a) F(f) = %i +Intj+ 12k

b) 7(f) = (¢t + cost)i + (tcost — sent)j + (te* )k
Resolucion
o dr [d(1)], [4 C[a, .,
Puest r'e =" =|Z|=|]li+|=()|j+|—=(>|k
R R B FCI R E 1)
. -/ 1. 1.
se tiene r@® = -—i+ —j+ 2tk
2 t

derivando nuevamente

;//(t) _ dzl_'(t) _ i dl_‘(t) _ zi _ ij + 2k
dr? de\ dt £3 2

b) /() = (1 - sent)i + (- tsent + cost — cost)j + (2te? + e? )k
simplificando
r'() = (1 - sent)i - (tsent)j + (2te? + e?)k

derivando nuevamente

r’/(f) = (- cost)i - (tcost + sent)j + (4te? + 4e?)k

Ejemplo 2.10
Si la trayectoria de una particula esta descrita por la funcion

r@) =ti+3tj+1t2k

donde F(?) es la posicion de la particula en el instante #. Determinar el vector

tangente unitario a la curva descrita por la particula en el instante £ = 1.

Resolucion
El vector tangente a la trayectoria en cualquier instante es:
r'@ =i+3j+2tk
y en el instante ¢ = 1
r'(l) =i+ 3j+2k
Sea T el vector tangente unitario, entonces
1

Oy

NI
[}

§‘|_.
~

T = F/(1)  sustituyendo (i +3j+2k)

Ejemplo 2.11

Para la funcién vectorial r(z) = 4¢i + 3costj + 3sent k; t > 0, que
representa la posicion de una particula en funcién del tiempo. Determinar la
velocidad, la rapidez y la aceleracion, en cualquier instante.

Resolucion

De la funcion de posicion

r(t) = 4ti + 3cost j + 3sent k

se obtiene la velocidad instantanea

v(p) = r;(t) =4j-3sentj+ 3costk

Puesto que la rapidez es el modulo de la velocidad instantanea

Rapidez= | ¥(£) | = Y16 + 9sen’s + 9 cos’t | v(e) | =5

Por ultimo, la aceleracion instantanea es la derivada de la velocidad con respecto

del tiempo.

a(t) = 1_;(t) = -3costj - 3sent k

A.L.B.S.
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Al igual que para las funciones escalares, es posible obtener la diferencial de una
funcion vectorial, y para el caso en el que la variable es escalar, a la diferencial se le llama

diferencial ordinaria.

DIFERENCIAL DE UNA FUNCION VECTORIAL DE VARIABLE ESCALAR

Definicién 2.11
Una funcion 7 = 7(¢) = f(2)é; + f,(1)é, + . .. + f (1)e, es

diferenciable en cualquier valor de ¢ siy sdlo si, su incremento puede

escribirse como:

AF = [/ Ar + 0 At]1é, + [f,(0) At + n,AL]8, +...+ [fl(#) At + n, Ar]é,
i=1,2,...,n cuando Af- 0.

donde m, -~ 0

La definicion anterior representa la condicion de diferenciabilidad de una funciéon
vectorial de variable escalar, puesto que cada componente de F es una funcion escalar es
posible afirmar que, para que una funcién 7 : 4 < R » R” sea diferenciable, es condicion

necesaria y suficiente el hecho de que sea derivable.

Definicién 2.12
Se llama diferencial ordinaria, o simplemente diferencial, de una funcion

vectorial
r=r(t)=fi(né +f,(1)é, + ...+ [f(D)e,
dr = f,/()deé, + f,/()deé, + ... + f,/(¢)dré,

a la expresion

o bien

dr = [£/ (e, + £,/ (e, + ... + £,/(D)e, ]dt

En la Gltima expresién la parte entre paréntesis es la derivada de F, por lo que la

diferencial puede escribirse como:

dr =r'(t)at

Ejemplo 2.12
Sea la funcién vectorial
r(t) =3t2i+ (t-e')j+ sentk

obtener dr

Resolucion

dr(d) =6t dti + (1-e')dtj+ costdtk

o bien

dr(d) =[6ti+ (1-e*)j +costk]dt

INTEGRACION DE
VARIABLE ESCALAR

FUNCIONES VECTORIALES DE

A.L.B.S.
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sustituyendo en F(#) e integrando
Definicién 2.13

> _ = 5 A i _ _ v v
Sear = r(t) = fi(r)é, + f,(1)é, + ...+ f(t)é, una funcion r@) = fv(t) dt = —2ti+| —2t-4905¢2 | j
vectorial, y si f; i = 1,2,...,n, son funciones continuas en el intervalo \/i \/i
[a,b], entonces: Para esta integral, el vector constante de integracion es 6, puesto que se considera
La integral indefinida de T es como origen del lanzamiento el origen del sistema coordenado.
f' F(t)dt = [ ffl(t)dt e+ [ ffé(t)dt]éz L [ ffn(t)dt]é,, En el momento que cae la pelota
v v
- = %4 - 2 - = =__°
Y la integral definida de 7 en el intervalo a< t<b es y=0 = ¢t - 49051 0 - 4 =0, t

2 2 /2 4.905

¢, se descarta, puesto que es el instante del lanzamiento.

f” F(t)dt = [fbfl(t)dt

8, + Uabfz(t)dt]éz L Ua”];(t)dt]én

Vv,
Sustituyendo #, en x =75 = 2y
2
Es importante observar que al realizar la integral indefinida de la funcién F, se debe 2
v v %
- 7] o 4
agregar un vector constante de integracion C, producto de la constante de integracion de 75 = — =
. , . V2 42 4905 981
cada una de las funciones escalares de las componentes de la funcion vectorial. Por lo que Y v
- 0
C = [c,c,,...,c,]. v, = V(75)(9.81)
. . o 5‘3
Finalmente la rapidez inicial es: | »
i = L ! i X
Ejemplo 2.13 v, = 27.12 [ ; ] 75 m

Un jugador de béisbol lanza una pelota con un angulo con respecto a la horizontal

de 45° a una distancia de 75 m. Si la pelota es capturada al mismo nivel del
lanzamiento, determinar la rapidez inicial del lanzamiento. (Ayuda: Ejemplo 2.14
a(t) = -9.81j m/s? Un proyectil es disparado a una altura de 10 m, con una velocidad inicial de 1500

m/s y con un angulo de elevacion de 30°.

Resoluciéon Determinar:
Partiendo de: a(t) = -9.81j a) La velocidad en cualquier instante
17(1‘) - fﬁ(t) dr = voxi + (Vo - 9.811)j b) La altura maxima
y .
c¢) El alcance del proyectil
donde v, es la componente de la velocidad inicial en la direccion de x, y v, es d) La rapidez con la que el proyectil choca con el suelo.
la componente en direccioén de y, es decir 170 =, ’Voy)' Resolucién
- v,c080 = v,c0845° = 2 - v,senB = v,sends?=
Vo = V,€08U = v COS = — , Vay = vy,senu = vy, sen = —
/2 2

A.L.B.S.
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10m I"YmaX

La aceleracion en cualquier instante esta dada por
a(®) = -9.81j (aceleracién de la gravedad)
de donde:
v() = fﬁ(t) dt = 1500 cos30°i + (1500 sen30° - 9.81¢)j

0] fV(t) dt = ?1500tt‘ + (10 + 750¢ - 4.905¢%) j

a) W@ = L1500 i + (750 - 9.81¢) j

b) La altura maxima es cuando r, es maxima
r, = 10 + 7507 - 4.905¢
maximizando 7, = 750 - 9.81# =0 = ¢ =764

sustituyendo en 7, se tiene ry(t =764) = 545724 m

c¢) Elalcance maximo se tiene cuando r, = 0

r, = 0 = t, = -0.0133 se descarta por ser un valor
negativo (el tiro parabolico
inicia en £=0).

t, = 152.9185
finalmente:

r.(t = 152.9185) = 198646.9987 [m]

d) v(r=1529185) = 1299.038 i - 750.13 j
La rapidez es: | v| = 1500.065 [ﬂ]

s

Ejemplo 2.15

Una bala es disparada por un rifle con una velocidad inicial de 1200 metros por
segundo, y debe dar en un blanco a 3000 metros de distancia. Despreciando la
resistencia del aire, determinar el angulo minimo de elevacion del rifle.

Ayuda : Utilizar las ecuaciones de tiro paraboélico.

Resolucion

De la ecuacion de posicion para un tiro parabodlico

1 ,
—gtle

F(t):(x0+v0xt)i+(y0+v0yt— 5

Si el origen est4 en la boca del rifle 7, = (%,,¥,) = (0,0)

y puesto que Vor = Vp c0s 0

|

se tiene que :

X

oy = Vo sen©

donde v, = | % | = 1200 [

y considerando g = 9.81

[ ]

m

52

r(t) = vytcos0 i + (vysen® - 4.905¢) j

de donde las ecuaciones paramétricas son:

r, = v,tcosf y r, = vy tsenf - 4.905 t?

cuando la bala da en el blanco v, = 0, porlo que

vy tsen® - 4.905 12 = 0 t, = 0 sedescarta
vy, sen0 - 49057 =0

v,sen 0
4.905

2 _

.(a)

cuando da en el blanco también se cumple que #, = 3000 por lo que

3000 = v, tcos© ... (b)
sustituyendo (a) en (b)
v, sen O
3000 = v, cos 0
4.905

A.L.B.S.
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4.905
utilizando la identidad trigonométrica sen20 _ sen 0 cos 0
vo2 sen2 0
3000 = ———
2(4.905)
2
puesto que v, = 1200 [%],entonces 3000 = %

sen20 - 2:81(3000) 26 - 0.0204375

(1200)?
g - angsen (;0204375 ~ 0 = 05855°
finalmente 0 = 35'7.92"
LONGITUD DE ARCO

En CII se estudio la longitud de arco s de una funcion de la forma y = f(x) ,y la

expresion para obtener §.

Ahora, para una curva expresada en forma vectorial ¥ = F(¢),lalongitud de arco §

en un intervalo [a, b], estd definida como se indica a continuacion.

Definicion 2.14

La longitud de arco s de una curva en el intervalo ¢ € [a,b] es

. fab dr

dt

dt

o bien

sir vade R a R3.

El obtener la expresion

b —
dr

s = — | dt (1

fa 7 (1)

a partir de

Xy Py
s = 1+(£) dx ... (2)

xl ﬁ

es bastante simple, como se muestra a continuacion.

Dada una curva y = f(x), se puede expresar en forma paramétrica como

x = x(¢t)

y =y - 3)
y a su vez, expresarse en forma vectorial como:

r() =x(@)i+y@)] NC)

Obteniendo % a partir de (3) (derivada de funcion en forma paramétrica)

dy

& ..(5)

dx

dt

& e

sustituyendo (5) en (2)

A.L.B.S.
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b
J[@)(@)d ©
2 dt dt

Los limites de integracion se modifican puesto que ahora se integra con respecto
de ¢, y no con respecto de x.

Finalmente si se deriva (4)

dr _dx ., dy

= =i+ =7 N
ar  ar ' dr’ 7
- 2 2
y se obtiene el médulo ﬂ = ﬁ + Q .(8)
dt dt dt
. _ b | dr
sustituyendo (7) en (5) s = f I dt

que es la expresion que se deseaba obtener.

Ejemplo 2.16
Obtener la longitud de arco s, de la funcion r(z) = (1+42)i+ (3+3¢2)j si

t € [1,3].

Resolucion

LIEE
a dt dt dt dt

sustituyendo
s = f3\/16+9dt = f35dt = 5¢ |}
1 1

s =15-5 =10 = s = 10 unidades de longitud.

Para este ejemplo, la funcién 7(#) es una recta en el plano de la cual se puede
obtener su ecuacidn cartesiana, para ello, se obtienen primero sus ecuaciones paramétricas
x=1+4¢y = 3+3¢.

Despejando ¢ de ambas ecuaciones e igualando

_x-1 _y-3

t = =< = 3x-3 =4y-12
4 3 Y
_3x-3+12
4
y: ix+2
4 4

Cuando t=1 = x =195 s
t=3 = x=13 , y=12
la distancia entre los puntos (5,6) y (13,12) es:
d=(x, - x) + @, - »)
d =413 - 52 + (12 - 6> = /8 + 6 = /64 + 36
d =4/100 = 10

Por serunarecta § = d = 10 unidades de longitud.

Ejemplo 2.17

Obtener la expresion general de la longitud de arco s = s(f) de la curva cuya

ecuacion vectorial es:

1) = (¢t -sent) i+ (1-cost)j+ (4sen%t)k

A.L.B.S.
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Resolucion a) Obtener la longitud de arco de lacurvaentre # = 0 y ¢ = 1.
x = f - sent ﬂ =1 - cost b) Cambiar el parametro f por el parametro § ,y obtener r = I_'(s).
dt
y =1 - cost P _ sent Reso“lcmn
dt a) r(t) = e'cost i + e'sent j
7 = dsenls Z 5 os s r/(t) = (-e'sent + e'cost) i + (e’ cost + e'sent) j
2 dt 2 b
Sustituyendo en la expresion: s = —| + = +|=| 4
A T W dt dt
2 2 2
" dt dt dt sustituyendo
- (Lt ] 2 ] 1 2
y considerando que § = 0 cuando ¢ = 0 se tiene: § = ﬁ)‘/( e'sent + e’coss)” + (e'cost + e'sent) dt
t 1.\? d
s = J(l - cost)? + (sent ) + [ZCOSETJ v operando 1
0 s = fl[e”senzt - 2eMsentcost + e¥cos’t + e¥cos’t + 2e¥costsent + e¥sent]? dt
0
t
s = \/l - 2cosT + cos’T + sen’t + 2(2cos2%1:) dr simplificando:

1
0 s = f1[2e2’(sen2t + cos?)|?dt = flﬁe’ d&t = 2e’ ](1)
0 0

dado que: 20052%1: =1+cost y cos’t +sen?t =1

finalmente
t = -
s = V1 - 2cosT + 1 + 2(1 + costT) dt s=y2(e- 1)
0
b) Paracambiar el parametro, es necesario obtener primero la expresion general
s = f’ \/Z dt = ft 2dt = 2t que relaciona la longitud de arco y el tiempo, para ello:
0 0
I dF(T) - [t T _ t
finalmente s =s5(t) =2t 5 s ];) dt @ - T ];)\/Ee & =2 -
s =y2(e" - 1)
Obsérvese que para realizar la integracion de 0 a t se utilizo en el integrando la
. ‘ s+ 42
despejando ¢ se tiene: ¢ = In=— 2=
variable muda T . ﬁ

Sustituyendo esta ultima expresién en F(£) se obtiene F(s)
Ejemplo 2.18

Sea la funcion vectorial F(#) = e’cost i + e'sent j

A.L.B.S.
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s+4/2
st V2

V2 V2

s+4/2
w3t ve
7s) =e V2 cos lnM i+e

finalmente
ris) = 2 * ‘/icoslns i ‘/ii + 57 ‘/isenlns * ‘/ij

V2 V2 V2 V2

El parametro longitud de arco posee algunas ventajas sobre el parametro £,
supongase que se tiene una funcidn vectorial
r=r(®
y se quiere obtener un vector tangente unitario a dicha curva, entonces utilizando la

interpretacion geométrica de la derivada de una funcion vectorial se tiene

o L dr
dr| dt
dt
ar
= _ at I - _ =
T = representa un vector tangente unitario a la curva r = r(t).
ar
dat

Por otro lado, considerando la expresion de la longitud de arco
b lar

— | dt
dt

a

y con base en el teorema fundamental del célculo integral f(x) = % fx f(H)dt
a

. ds _|dr
se tiene — = |—
dt dt
Y puesto que % = %
ds _|dr| _ |dr| _ |dr]
dt dt | dt | dt

ds = | dr|

finalmente

Entonces, si la funcidn vectorial tiene como parametro la longitud de arco s, es

decir
r=r(s)
. - r - .
la derivada de r(s) , — , es un vector tangente a la curva F(s) pero tiene una

caracteristica adicional

dr|_ ldr| _ds _
ds ds ds
El vector ﬂ es de modulo unitario, es decir ﬂ =1
ds ds

Las ventajas de expresar una curva a través del pardmetro longitud de arco se
estudian con mayor detenimiento al definir las formulas de Frenet-Serret. Pero su principal

utilidad esta en el hecho de que la parametrizacion a través de la longitud de arco es Unica,

mientras que existen infinidad de parametrizaciones de una curva para t

TRIEDRO MOVIL Y FORMULAS DE FRENET-SERRET

Los matematicos franceses Jean Fréderic Frenet (1816-1900) y Joseph Alfred Serret
(1819-1885) desarrollaron unas féormulas con las cuales se describe el movimiento de una
particula en el espacio. En esta seccidon se estudiaran las féormulas que describen la
variaciéon del triedro movil, formado por los vectores unitarios tangente, normal y

binormal,, que actualmente se conocen como: Formulas de Frenet-Serret

A.L.B.S.
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TRIEDRO MOVIL

Donde:

]_' vector tangente unitario.
N vector normal unitario.
B vector binormal unitario.
El vector unitario tangente i el vector unitario normal N y el vector unitario

binormal B, forman un triedro? en cualquier punto de la curva, y forman un sistema

derecho de vectores unitarios, es decir,
B-TxN N-BxT T-NxB

Se le llama triedro movil porque, en general, para cada punto de una curva, los

vectores T', Ny B cambian de direccion, como se puede apreciar en la siguiente figura.

Figura formada por tres semirectas, llamadas aristas, que parten del mismo punto, denominado
vértice del triedro.

Los planos que contienen un par de vectores del triedro reciben los siguientes

nombres:

Plano osculador® es aquel que contiene los vectores T y N.

Plano rectificador es aquel que contiene los

vectores T y B.

Plano normal es aquel que contiene los vectores N y B.

N

Plano
Oseulador

o
HKeclioodr

El estudio de los vectores T, N y B es ventajoso para referir los elementos

cinematicos (velocidades , aceleraciones), por ejemplo: la velocidad siempre tiene la

direccion de T y la aceleracion siempre esta contenida en el plano osculador.

La palabra osculador significa literalmente besador.

A.L.B.S.
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FORMULAS DE FRENET-SERRET dT = = dT
—T+T-— =0
ds ds
Antes de introducir las férmulas de Frenet-Serret, es necesario definir curvatura ) i d]_' 0
ds
= d = drT
NI T-— =0 T.—
Definiciéon 2.15 ds ds
Curvatura es la variacion de la curva en cada uno de sus puntos, con
respecto del pardmetro longitud de arco § . QED.
K = curvatura p = radio de curvatura m
do 1 =
K=— P == dar . -
ds K Y se concluye que — es un vector perpendicular a la curva 7(s)

La curvatura es un valor no negativo k>0
El vector T "gira" o "da vuelta" hacia el

En CII se vio que, si ¥ = f(x) , la curvatura estd dada por vector N con una razdén k, medida con respecto N T

"]
3
[1+ 0'PP

Por otro lado, si se tiene una curva 7 = F(s) y T es el vector tangente unitario a

a la longitud de arco, lo que se expresa como:

K:

r, entonces se tiene el siguiente teorema
T _ =
— = kN K A curvatura
ds
Teorema
La derivada de T con respecto de s es un vector perpendiculara T. Primera. Férmula de Frenet-Serret

El vector binormal E, el cual esta definido por E = ix ﬁ tiene modulo unitario,

Demostracion
lo cual puede comprobarse de la siguiente manera
Puesto que T es de magnitud constante e igual a uno, |T| = 1 |E| - |]_vxﬁ| - |f| |ﬁ| sen90° = 1
|T|2 =1=TT Ahora bien, como |E| = 1 entonces BB = 1 y derivando ambos lados

derivando P - — Jm

i 4 @B g, 5B _,

Za-n==0 ds ds

ds ds

A.L.B.S.
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B.g.0 - B g (D
ds ds
y puesto que E 1 i = E . ]_' = 0 y derivando ambos lados con respecto de s
B F,.p.49 _,
ds ds
y de la primera formula de Frenet-Serret —— = kN
s

4 | 7 )

De (1) y (2) setiene que Cf—df es paralelo a N, es decir, son vectores proporcionales:

B . N
ds

Puesto que i ﬁ y E forman un

v

sistema derecho, si ﬁ gira alrededor de N

—|

i entonces N gira hacia B aunacierta
razén denominada torsion y denotada
por la letra griega T, por lo tanto E gira
hacia - ﬁ a la misma razén T.

Finalmente:

Tercera formula de Frenet-Serret
Donde:
T A Torsién
y a demas, se puede definira O como:
0 A Radio de torsion
1
0 = —
T

Se han obtenido ya las expresiones para las variaciones de T y B con respecto
al arco de curva, s6lo resta obtener la variaciéon de ﬁ con respecto del mismo parametro.
Partiendo del triedro se tiene

N=BxT

y derivando con respecto de §
danN _ i(Ex]_') _dB T . gx 4T
ds ds ds ds

sustituyendo la primera y la tercera formulas de Frenet-Serret d_ —_—
s s

ﬂ: _Tﬁxf+ExKﬁ= -1(- E) +x(-T)

finalmente

Segunda. férmula de Frenet-Serret

En forma matricial, las formulas de Frenet - Serret se pueden escribir como:

A.L.B.S.
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-d_f-
d —_
o x o] T
dN -
—l=]1-x 0 =t N
ds 0 0 n
- -T B
4B

_ds_

OBTENCION DE LA CURVATURA

De la primera férmula de F.-S. # = Kﬁ = ];7 =
s

A=
=15,

dT .. . . o dT o .
el vector — tiene la direccion de N, pero d_ no es unitario, para que sea unitario, debe
s s

multiplicarse por el reciproco de su médulo, por lo que:

dT

ds

OBTENCION DE LA TORSION

Para obtener la torsion, podria plantearse, de la segunda formula de F.-S.

1 dB

];’ = - — d_ , de donde al obtener el modulo en ambos lados de la igualdad, se tiene:
T S
T =+ Q
ds

pero el signo de la torsion no se puede determinar de esta forma.

Por lo tanto, una forma correcta para obtener T se obtiene de plantear la proyecciéon

del giro de N hacia B :

dado que E

‘B=B-“2 -B-(t«B-xT)=1(BB) - x(B-T)

Y
&5,

= lyE']_'= 0 , entonces:

™

- 4.5

&[5

Ejemplo 2.19

Sea la funcién vectorial

r(s) = (angtans)i + (s - angtans)j + (éln(s%l)) k

obtener, para cualquier valor de §

a) T b N ¢)B d) x
et fp go
Resolucion
2) i,:ﬂ: 1 ivf1- 1 j+i 2s
ds  s2+1 s2+1 V2 s2+1
- T=—L (i+s+ 2s5k) (@)
s2+1
b) De (a) y después de un poco de algebra
T _ 2
dar _ . _2s ;. 2s .. \200-5D),
ds (S2+1)2 (S2+1)2 (S2+1)2

dT . . L < S o
el vector — tiene la misma direccion que N, pero N es unitario, por lo
N

tanto el vector

ﬁ:(s2+1)2%T: 2si+2sj+ 2(1-52)k

también tiene la direccion de N, por lo que

A.L.B.S.



FUNCIONES VECTORIALES 23

¢)

d)

N - |—1_|17 ; || = {452 + 452 +2(1-s2)
n
|i| = {2s* + 45242 = 2 (s%2+1)
finalmente
N=—L [-Zsi+2sj+(1-s52)k]
s?+1

De la definicion del vector binormal E = fx ﬁ

sustituyendo los valores de T y N
1 1

B = (i+s%j+2sk)x (-V2si+2sj+(1-52)k)
s2+1 st+1
i Jj k
= 1
B=-— |1 52 V2s
2+ 12
-2s 2s (1-5?%)
de donde
B=—Ll [-s2i-j+ 25kl
s2+1
dT .
Para obtener la curvatura K = d_ , pero en el inciso (b) se obtuvo
s

I7=(S2+1)2% y |m| =2 (s* + 1), porlo tanto

il = |22 2 o a1y = sty |4T
ds
r 2
de donde ﬂ = \/f(s +1) = ‘/i
ds (s2+1)2 s2+1
finalmente K = ‘/i
s2+1

e) De T =

Y con N obtenido en el inciso (b), se tiene:

AN - L [(ast B i+ (-2s2+y2) ) - ds k]
ds (s2+1)?
y de E obtenido en el inciso (c)

‘|:=d—N-E=—1 (-v2s* + 252 + 252 - |2 - 4,25?)
ds (s2+1)3

2

s2+1

simplificando T = -

f) De la formula del radio de curvatura, p =

52+
p =
2
g) De la formula para del radio de torsion © = l
T
s2+1

)

Para el ejemplo anterior, fue muy sencillo obtener los resultados debido a que la
funcién tenia como parametro la longitud de curva s , es decir se tenfa 7 = 7(s) ; sin

embargo, no siempre se tiene a § como parametro. Si se tiene una funcion r = r(f) un

A.L.B.S.
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procedimiento puede ser cambiar el parametro # por § ,através de la expresion general

que los relaciona.

Supodngase que se tiene una funcion vectorial en funcién de t y que se desea

obtener su curvatura, un procedimiento seria el siguiente:
Sisetiene r = r(?), puede considerarse que ¢ = #(s) y aplicar la regla de
la cadena
r=r(t(s))
o _drds _ = ds

222 .r (D)
dt ds dt dt

Obteniendo el modulo de los vectores a cada lado de la igualdad

dr ds dr ds
—|=(1)|— — | = | — .2
dt (1) dt dt dt @
Y de las formulas de Frenet-Serret:
ar _dr ds _, nds .(3)
dt ds dt dt
De (1) derivando con respecto de £ :
2= — 20 — T
dr _did gl _dsyp dsdT )
@ dt|at | @ dr dt
Sustituyendo (3) en (4)
2 24 = 2
ﬂ—ﬂT+ é KN ... (5
a@?  d? dt
o=
si se multiplica — X ﬂ
dr?
25 - 24 — 2 _
a7 _\dsg|, | dsp [ &)y .(6)
dt dr? dt dr? dt

Obteniendo el modulo:

2= 3 -
dr, 4| _|ds K ; puestoque |B| =1
dt dr? dt
sustituyendo (2)
_ |4y
dt
&, &7
. . at  dt?
despejando X, se tiene: K=+
1;3
dt

NN ORU0Y

| 7@

simplificando la notacién

Realizando una analisis similar, utilizando la regla de la cadena y las férmulas de

Frenet-Serret, para una funcioén vectorial 7 = F(f) se tiene

- O x7"®]1- 7" @
FHORRGIE

Ademas: i = &
RGN
- r®xr'@
|70 < 7 () |
N- [FOxr"01x7'@

[[F'@) xr"®)1 = 70|

Las expresiones anteriores son mas faciles de recordar si se utiliza la notacion de

la velocidad y la aceleracion, teniéndose:

A.L.B.S.
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[¥(2) x a(2) ]

10,

|v(1) < a() |?

v(©) x a(@)
| v(®) < a@) |

« - PO xa@®|
v |?
7. Y0
[ v() |
N - _[v®x a®] > v@®
[[v(®) x a@®] x v() |

y de los resultados del algebra vectorial, y relacionando con la cinematica, las

componentes escalares tangencial y normal de la aceleracion se pueden escribir como:

_ v a® _ v xa@|
EANETY LAY
Ejemplo 2.20

Para la funciéon vectorial

representa el tiempo y F(£) la posicién de una particula, obtener:

a) La velocidad en cualquier instante y la rapidez.

b) Las componentes tangencial y normal de la aceleracion.

¢) El vector tangente unitario T'.

d) La curvatura de la curva en funcién del tiempo.

Resolucion

r(?) = 3tcosti + 3tsentj + 4t k donde ¢

a) Dado que la velocidad es la variacion de la posicion con respecto del tiempo

v = %:7 = (-3tsent + 3cost)i + (3tcost + 3sent)j + 4k

v(?) = (3cost - 3tsent)i + (3sent + 3tcost)j + 4k

La rapidez es el modulo de la velocidad

1
Rapidez = | ¥(#) | = [(3 cost — 3tsent)? + (3sent + 3tcost)’ + (4)*]?

1
= [(9 cos’t - 9tcostsent + 9¢t2sen?t) + (9sen?t + 9tsentcost + 9t2cos’t) + 16]2

1
= [9(cos?t + sen?t) + 9t2(sen?t + cos’t) + 16]?

1
=[9 +9¢% + 16]% = /92 + 25

b)

| v@®) | = {922 + 25

finalmente

La componente tangencial de la aceleracion, se obtiene de la componente

escalar de @ () sobre ¥(?).

v(e)-a(t
o) - 70T
[v@® |
Mientras que la componente normal de la aceleracion se obtiene de
= =
ay(?) = |V(t)_ a( |
(@ |

por lo que

al) = % = (-3sent - 3tcost - 3sent)i +

+ (3cost - 3tsent + 3cost)j + 0k

= (- 6sent - 3tcost)i + (6cost - 3tsent)j
v() - a(® = (3cost - 3tsent) (- 6sent - 3tcost) +

+ (3sent + 3tcost) (6cost - 3tsent)

- 18 senzcost - 9zcos’t + 18¢sen’t + 9¢2sentcost +

+ 18sentcost - 9tsen? + 18¢cos’t - 9t%sentcost

-9t + 18¢t = 9¢
finalmente la componente tangencial de la aceleracion es

9¢

aT = —
9¢2 + 25
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9)

d)

Puesto que ya se han calculado la aceleracion y la componente tangencial de

la aceleracion, entonces del teorema de Pitagoras se tiene la relacion

— 2 2
la@ | = a; + ay

de donde, ay = la@)|? - aT2

1
|a(®)| = [(- 6sent - 3tcost)® + (6cost - 3tsent)*]?

= [36sen?s + 18¢sentcost + 9t2cos’t + 36cos’t - 18¢sentcost + 9t2sen?t]

1
= [36 + 9212 = /36 + 977

sustituyendo

1
2

aN=\J36+9t2—

(9¢% +25) (36 + 9¢2) - 81 ¢?

814
9¢% + 25

92 + 25

Para obtener el vector tangente unitario se tiene que:

T - r' () _ (3cost — 3tsent)i + (3sent + 3tcost) j + 4k
| 7@ | 912 + 25
- PO xao| o Ay _ V(962 + 25) (36 + 9¢%) - 8112
| v@) |? | (@) |? Jor2 + 25 (922 + 25)

_ /3241 + 81¢% + 900 + 225¢% - 81¢2 _ /468¢% + 81¢* + 900

3
(912 + 25)2

3
(942 + 25)?2

_ 9(9t* + 5242 + 100) _ 3y/9¢* + 5242 + 100

3
(9¢2 + 25)2

3
(9¢2 + 25)2

Ejemplo 2.21
Dada la curva descrita por la funcién vectorial
r(¢) =3ti+3sentj + 3costk
Obtener los vectores tangente, normal y binormal; planos normal, osculador y
rectificante; la torsion, curvatura y el radio de curvatura en el instante en el que

t=m.

Resolucion
De la funcion vectorial
r=3ti+3sentj+ 3costk

Se obtiene
dr _ 3i+3costj-3sentk
dt
dr
21 =32
N AR
dr
Puesto que i = di entonces
dr
dt

T - 3i+3costj—3sentk _ i+costj-sentk

3v2 V2

i-j

Valuando en t=T7 f =
V2
dar
Para el vector normal ﬁ = di
T
dt
d_i:—sentj—costk d_f:i
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de donde B
Para obtener ‘:I—B

ﬁ=—sentj—costk s

valuado en t=m, N = k dB dB
T dB _dB ar _dr _ &
ar ds dt ds ds dar
Para la curvatura K = di , de donde dt dt
dar
dt dB _ - sentj - costk
dt o)
1 V2
K -2 .1 y el radio de curvaturaes p = 6 4B _ - sentj - costk _ - TN
d—B=—1:[—sentj—costk] 1:=—l
ds 6
Para el vector binormal
d J k Y el radio de torsion es g = 1. 6
B_oTxN 1 cost - sent '
= X = - — - _
Para el plano normal se utiliza el vector tangente y el punto que se obtiene de
0 -sent - cost F(m)
- cost - sen’t , _cost , sent
- 7 ”ﬁf'ﬁk Lix-3my-Lp-0)+0=0
V2 V2
E:—t+cost1—sentk x-3m-y=0 x-y=3m
2 -
. . Para el plano osculador se utiliza el vector binormal.
- p - —~t~J
En t=m7 B=-—= 1 1
7 - —(x-3m) - — () =0
V2 2
Para obtener la torsion y el radio de torsion, de la segunda formula de Frenet-Serret x+y=3n
dB < " »
Z =-TN Para el plano rectificante se utiliza el vector normal.
1(z+3)=0

z=-3
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Ejemplo 2.22

Comprobar que la curva de ecuaciones:

y = 23sent

esta contenido en un plano.

x = 2sent z = 4cost

Resolucion

Del enunciado se obtiene la funciéon vectorial
r(t) = 2senti + 2\/3sentj + 4costk
de donde

r;(t) = 2costi +2y3costj - 4sentk

;_:(t) -2sent i —2\/§sentj - 4cost k
i j k
Fxr= 4 cost 3cost -2sent| =4(-23i+2j+0k)

-sent -3sent -2cost

IFxr|=4/12+4 =16

B-1[-431,0]

por lo que

puesto que B es constante, la curva estd contenida en un plano.

Ejemplo 2.23

Dadalacurva F(t) = (¢2+2¢t-1)i + (3¢2-5¢)j+ (¢t+2)k
a)  Demostrar que la curva () se encuentra contenida en un plano.

b)  Obtener la ecuacion del plano osculador.

¢)  Obtener el punto donde 7(¢) tiene el minimo radio de curvatura.
Resolucion
a)  Sila torsion es cero, entonces la curva se encuentra contenida en un plano.
vxa-a
T = — —
|vxaf
calculando v (¢) = (2¢+2)i + (6t-5)j +k
a(t) =2i+6j
a=0
al ser @ = 0, ¢l producto ¥ X @ * @ es igualacero, y T = 0, por lo que
la curva esta contenida en un plano.
b)  Elplano osculador tiene como vector normal a B, y la direccion del vector B

esta dada por ¥ X @

i i Kk
Vxa=|26+26t-5 1 |=-6i+2j+22k
2 6 0

Y un vector con la misma direccidn es:
u=-3i+j+11¢k
Por otro lado, un punto de la curva se puede obtener el valuar F(¢), por
ejemploent = 0
r(0)=-i+2k
y se tiene el punto (- 1,0,2).
Finalmente, la ecuacion del plano osculador es:
-3(x+1) +1(y-0) +11(z-2) =0
-3x+y+11z-25 =0

simplificando:
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c)  Para obtener el punto con el minimo radio de curvatura, se debe obtener

primero la funciéon de radio de curvatura.

1 P
P === ==
kK |vxal
3
_ 2)2
sustituyendo y simplificando se tiene: p = ( 30 - 521+40¢ )

24y131

Para obtener el minimo de p se deriva, se iguala a cero y se resuelve la

ecuacion
N GIEE 20¢) v/ 30 - 52¢ + 4012 _ 0
24131
De donde: = E
20

Y el punto de minima curvatura es:
H{13) _[289 195 53
20 400 ° 400 * 20

En el ejemplo anterior, la curva es una parabola en el espacio, la cual se muestra en

la siguiente figura.

Ejemplo 2.24
Si la posicion de una particula esta dada por
r(t)=(3t-13)i + 3t%j + (3t+1t3)k

determinar el instante ¢, para el cual el radio de torsion es minimo.

Resolucion
2

@) <T@

G 2 radio de torsion a(d) =

OO R0

Por lo que

F(O) = [3-32,6¢,3 + 37
7(t) = [-6t, 6, 61]

7(2) = [-6,0,6]

De donde
i j ok
F()x F(f) = |3-317 61 3+37°
6t 6 6t

= [18¢% - 18, -36¢, 1872 + 18]

1
= I8[ (4% - 1) + (=207 + (£ + 1112

F() x 7 (1)

Sustituyendo en 0 (%)
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(8 [(#2 - 1) + (=28 + (2 + 1]

o(t) = > >
18[¢% -1,-2¢t,1 +¢*] - [-6,0,6]

3(1-¢t2+1+1¢%

= = 3(1 + 12y

(2 - 12+ (202 + (1 + t%)?

o(z) = 3( 1 + t?? Para obtener el minimo se deriva y se iguala a cero

o'(1)

Finalmente:

6(1 +t3)(2t) =0 = t=0

0 esminimoen ¢t =0

La grafica de la funcion anterior es:

Ejemplo 2.25

Una particula se mueve a lo largo de la trayectoria descrita por

r(t) = t—t—3 i+ 2o+ t+t—3 k
3 3

Obtener el centro de curvatura de la trayectoria en el punto P ( % , 1, g )

Resolucion

Para obtener el centro de curvatura es necesario obtener primero la curvatura.

La curvatura esta dada por K =

F=%:(1—t2)i+2tj+(1+t2)k

d*r
dt?

a- = -2ti +2j + 2tk

Para obtener el valor de ¢ para el cual la funcién vectorial tiene como valor al

L 2 4 . .
vector de posicion del punto P( =,1, 5 , se utilizan las ecuaciones

paramétricas y se resuelve para .

2 ¢3
x___ E—
3 3

y=1=¢2
3
Z:i:t+t_
3 3

De donde ¢ = 1.

Sustituyendo £ = 1 en ¥ y @& se obtiene
v(l) =2j +2k

a(l) =-2i+2j+2k
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i jk — -
_ _ J oc=r(1)+4(—i)=(3i+j+ikJ—4i=—ﬂi+j+ik
porloque v(l)xa(l)=|0 2 2| =-4j+ 4k 3 3 3 3
-222
. 10 4
_ _ Finalmente el centro de curvatura es: c|l ~—,1, =
[¥(1) xa(1)| = 42 3 3
| v(1) | =22
_ 42 1 ' F:4cR>-R?
k(1) = ——— = 1 ANALISIS DE FUNCIONES VECTORIALES F:4<R*-R
(2/2])
y el radio de curvatura es p = l =4 Como se mencioné al principio del capitulo una funcioén vectorial F_' 4 cR?- R3
puede representar una superficie, el caso mas simple es el de la ecuacion vectorial del
El centro de curvatura estd en la direccién del vector plano pero en general una funcion vectorial de R? a R se representa graficamente como
normal: N = (‘Zx E_) x ‘7_ una superficie alabeada®.
| ( v x a) x v | Una funcién vectorial
En el instante # = 1 F(s,0) = f,(s,0) i + fy(s,0) ] * fi(s,0) k
i j k puede expresarse facilmente en forma paramétrica:
(V(1)xa(1))xv(l)=|0 -4 4| =-16i x = fi(s,0)
0 2 2 y = 5(s0)
_ z = f3(s,1)
N(l) = -i - .
y a su vez se puede obtener la ecuacidon cartesiana de la superficie eliminando los dos
De la figura . . .
parametros ( 8§ y ¢ ) del sistema de ecuaciones.
ol B Ejemplo 2.26
ﬁ pr c Dada la siguiente funcidn vectorial, determinar su ecuacion en forma cartesiana.
r(s,)) =si+tj+stk
| Resolucién
FE)® . .
Las ecuaciones paramétricas son:
Se observa que: oc = r(t) + p];’ ; donde ¢ es el centro de curvatura.
Ent =1 4 Superficie curva generado por una linea que cambia continuamente de direccion en los tres sentidos

de sus dimensiones.

A.L.B.S.



CALCULO VECTORIAL 32

X =S5 .(a)
y =t ... (b)
z = §t ...(0)

Sustituyendo (a) y (b) en (c) DERIVACION PARCIAL DE UNA FUNCION VECTORIAL
z =Xy F:AcR'-R"

que es la ecuacion cartesiana buscada, z = xy es un paraboloide hiperbdlico rotado 45°.
Una funcion vectorial de » variables puede derivarse con respecto a cada una de sus

Ejemplo 2.27 variables, lo que da origen a la derivacion parcial de funciones vectoriales.
Dada la siguiente funcidn vectorial, determinar su ecuacion en forma cartesiana.
r(u,v) = ucosvi +usenvj +uk , u>0

Resolucién Definicion 2.16
Obteniendo las ecuaciones paramétricas Sea F = F(X) una funcién vectorial, donde

X = ucosv (@) F(X) = fi(X)é, + f,(X) &, + ..+ f,(X)e, vy

y = usenv ) X =

X = (X,%,...,Xx,).

zZ=u ...(0) -
De (a) y (b) Entonces la derivada parcial de F con respecto de x, i=1, ... ,nse

x2 + y2 = u?cos’v + u’sen?v = u?(cos’v + sen?v) define como:

242 22 oF . 1 = —
+ =

x y u §= lim —x[F(xl,xz,...,x,.+Axi,...,xn)—F(x)]
y sustituyendo (c) x? +y? =22 z>0 0
por lo que z = yx2 + y2

y representa un semi-cono.

Para el caso particular en el cual una funcion F : AcR? - R3 representa una

superficie se tiene la siguiente interpretacion geométrica .

Supdngase que se tiene la funciéon vectorial

R = E(u,v) = R(u,v) i + Ry(u,v) j + Ry(u,v) k

OR .
entonces —— representa un vector tangente a la curva Vv igual a constante (curva
Uu

contenida dentro de la superficie) y por lo tanto, también es tangente a la superficie
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. = . OR .
descrita por R. De igual forma — es un vector tangente a la curva # igual a constante
\

OR

.= OR - .
y a la superficie R. Los vectores — y 8_ se muestran en la siguiente figura.
v Uu

Por lo tanto, un vector #, normal a la superficie se puede obtener mediante:
oR « oR
ou ov

n_=

Ejemplo 2.29
Obtener un vector normal a la superficie

r(u,v) = ucosvi + usenvj+uk u>0

T
enelpuntoenelque u = 2y v = —.

Resolucion
Valuando las derivadas parciales obtenidas en el ejemplo anterior
or

u=2
ou e
2

=0i+j+k

or =-2i+0j+ 0k
du |2 /
) _ ij k
=90 _[0,1,11x[-2,0,01= [0 1 1
ou ov
-200
n=0i-2j+2%k

Para una funcion vectorial F : 4 ¢ R" » RMes posible obtener su diferencial. Asi
parauna funcion F = F(X) = fix)eé + f,(x)é, + ...+ f (x)eé,ladiferencialde F

se define como:

dF(X) = df,(X)e, + df,(X)eé, + ... + df,(X)é,

en particular, si F: 4 ¢ R® ~ R3

f=f(x,y,z)=fli+f2j+f3k
donde f; = fi(x,y,2) i=1,273
entonces

dF = df, i + df,j + df, k

desarrollando cada una de las diferenciales:

dF = a—fidx+% +a_f1dz i+ a_fzafx.;.a_fzdy_'_a_fde]
ox oy oz ox dy oz
+ %dx + %dy + %dz k
ox oy oz
reagrupando

A.L.B.S.
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e D Ly L)L

0 0
+ —f2 j + _f3 k|dy
ox ox ox

oy dy dy

+ a_fii+a_f£j+a_f:;’k dz
oz oz oz

la cual se puede escribir como

df:a_F
ox

oF
0z

dx+£dy+
dy

con lo que se demuestra que la estructura de la diferencial se mantiene a pesar de obtenerse

una diferencial de funcién vectorial.

Ejemplo 2.30

Sea la funcion vectorial

F=F(x,y,z)= 3x%zi+9%yzj+axye’k

Obtener dF
Resolucion
Puesto que
- _9F oF oF
dF = —dx + —dy + — dz a
ox dy b oz @
oF | 6xyzi +9yz j + ye® k
ox
OF _ 342,44 9xzj + xe’ k
dy
%—F =3x2yi+9xyj+xye’k
z

sustituyendo en (a) las derivadas parciales se obtiene

dF = (6xyzi +9yzj + ye k)dx + (3xzzi +9xzj + xe® k)dy

+ (3x%y i+ 9xyj + xye® k)dz

CONCEPTOS CON LOS QUE SE MIDEN LAS VARIACIONES DE
LOS CAMPOS VECTORIALES

En el curso de CII se estudiaron las funciones escalares, y se defini6 el gradiente de una
funcidn escalar, el cual describe la razéon de cambio de dicha funcidon. Ahora, para los
campos vectoriales (que son un caso particular de las funciones vectoriales) se estudiaran
dos nuevos conceptos para medir sus variaciones : la divergencia y el rotacional.

La divergencia de un campo vectorial es un campo escalar (funcion escalar) que

indica en cada punto el grado de "explosion" o "divergencia" del campo en dicho punto.

4"&./: TN\
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Definiciéon 2.17

La divergencia de un campo vectorial F: AcR3-R3
F=F(xypz)=fi+fji+fk

donde f; = f;(x,y,z) i=1,2,3

se define como

%, %, %

div F = =3
Ox dy 0z

o sumidero.

Si div F = 0 en un punto, significa que sale lo mismo que entra.

Si para cualquier punto div F = 0 entonces el campo F recibe el nombre de

campo solenoidal, en particular si el campo representa flujo, entonces se dice que el fluido

es incompresible.

La divergencia de un campo vectorial F se denota div F; sin embargo, una forma

practica de recordar la expresiéon que define la divergencia de un campo vectorial es la

siguiente:
— d 9
divF=a—f1+ﬁ+£=
Ox dy oz
o . d ., 0 . .
=|—i+ —j+—k/| i+ + k
x' ! T Vhi+hi*F k)
_v.F
es decir: divF=V-F

donde V es el operador nabla.

En fisica, la divergencia de un campo representa el flujo neto por unidad de
volumen de un fluido en cada punto. Por supuesto, puede interpretarse como el flujo neto
por unidad de volumen y por unidad de tiempo.

Un punto de un campo vectorial se puede clasificar en punto fuente, pozo o
sumidero e incompresible.

Si div F>0 enun punto, significa que sale mas de lo que entra, se tiene un punto

fuente.

Si div F < 0 en un punto, significa que entra mas de lo que sale, se tiene un pozo

Ejemplo 2.31

Sea el campo vectorial F (x,y) =2xyi + xe? j
obtener:

a) La divergencia en cualquier punto.

b) La divergencia en el punto (0,0).

c) La divergencia en el punto (1,1).

d) La divergencia en el punto (-1,-1).

Resolucion

0 0

— —} - [ 2xy,xe? ] = 2y + xe”

a)div F=V-F = )
ox oy

b) aiv F | gg = 2(0) + (0)e® = 0

c) div F|(1,1) =2 +e

d) div i|(-1,-1) =2-el=-2- %

En el ejemplo anterior se observa que un mismo campo puede tener puntos fuente,

pozo e incompresibles.

Ejemplo 2.32
Obtener un campo vectorial en R3 cuya divergencia sea 3 en cualquier punto.
Resolucion

Este ejemplo tiene multiples soluciones, algunas de ellas son
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Fy(xyz)=xi+yj+zk
Fz (x,y,2) =3x i

is(x,y,z) =3yj , et

Por otro lado, el rotacional de un campo vectorial indica en cada punto, los

remolinos que forma el campo cerca de dicho punto.

Si para cualquier punto del dominio de F , rot F = 0 entonces el campo se

llama irrotacional o conservativo, de lo contrario se dice que el campo es rotacional o

no conservativo, y si el campo representa flujo entonces el flujo es turbulento.

Es importante observar que es posible obtener la divergencia de un campo en R”
utilizando la expresion 4iv F = V + F, sin embargo; el rotacional de un campo sélo
esta definido en R3, pudiéndose calcular el rotacional de un campo en R? al considerarlo

como un caso particular de un campo en R3 cuya componente en K es igual a cero.

Definicion 2.18
El rotacional de un campo vectorial F: AcR*-R?
F=F(x,y.2)=fii+fj+/k
donde f; = fi(x,y,2z) i=1,2,3

se define como

rot F = —
oz ox ox oy

(B g2 (59
dy oz

Una forma féacil de recordar la expresion que define el rotacional de un campo se

obtiene al utilizar el operador nabla.

ik
= = |9 9 9
V*F=1% & &

h LS

=[a_fé—af£]i+[afi—af;]j+[a_fi—a_f1]k

dy oz 0z ox ox dy

=rot F

Es decir rot 1? = 6 X F

Ejemplo 2.33
Obtener el rotacional del siguiente campo vectorial

Fxyz) =3x2yi+ 2z j+y* k

Resolucion
i J k
- = - 0 0 0
rot F =V x F = o a_y %
3x2y 2xz3 y*

=(4y3 - 6xz?) i + (22 - 3xM) k

Propiedades de la Divergencia
Sean M y ¥ campos vectoriales , ¢ y f funciones escalares, entonces:

Ddiv(u+v)=divu + divy

D) div (dit) =dpdivie + V- it
Ndiv(Axv)=v-(Vxa)-ua-(Vx¥V)

4y div (YY) = ¢V’ f + Vo - Vf

Donde V'fes la divergencia del gradiente de £, es decir div grad f =V - Vf = V> f.

A.L.B.S.



FUNCIONES VECTORIALES 37

Propiedades del rotacional
Sean Uy ¥ campos vectoriales en R3 y & una funcién escalar , entonces:

1) rot(u + v) = roti + rotv

2) rot(dp¥) = Vb x ¥ + drotv
3)div(u x v) =v-rotu - u * rotv
4) div(rotv) = 0

S)yrot(grad¢) = 0

Es importante destacar la Gltima propiedad rotgrad ¢ = 6, la cual es facilmente

demostrable
rotgmdd>=§><§d)=§><ﬂ,ﬂ,ﬂ
dx Ody Oz
_| 98 9 9],|99 9¢ 93¢
ax 9y 9z dx 8y’ az
i j k
9 9 39
=| dx Jdy Oz
96 94 99
dx Jdy 0z

(2o P ), (P P, (e @),
dydz 0zdy dzox Jdx0z o0xdy OJdyodx

y por el teorema de derivadas parciales mixtas

&* _ @
dydz 09zdy
’d _ &é
0z0x 0xdz

La divergencia del gradiente de un campo escalar es a su vez, otro campo escalar

que tiene una especial importancia para los fisicos, matematicos e ingenieros.

Definicién 2.19
La divergencia del gradiente de un campo escalar ¢ es
2 2 2
divgrad¢:a¢+a¢+a¢

ox? 09y? az?

y se llama laplaciano de ¢ .

Por simplicidad, es muy comtn denotar al laplaciano mediante el operador nabla

de la siguiente manera
divgradd = V-V = Vb

Si la funcién escalar ¢ satisface la ecuacién de Laplace

Ve =0

entonces la funcién ¢ se llama funcién arménica.

El Laplaciano de un campo escalar ¢ = ¢(x,y,z) en un punto (Xy,Y,,2,)
proporciona una medida de la diferencia entre d)(xo,yo,zo) y el promedio de la funcién ¢

alrededor del punto (x,,¥,,2,)-

Ejemplo 2.34
Utilizando las propiedades del rotacional para obtener rot ( rot F + grad f)
Resolucién

rot(rotf+gradf)=rot(rotf)+rot(gradf)

A.L.B.S.
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puesto que rot ( grad f) = 0
rot(rotf+gradf):rot(rotf)

Ejemplo 2.35

Dadas las funciones # = 5x2yz® y v(x,y,2) = 3x i + 2y j + 5z k, obtener

V- Vuxy

Resolucion

Efectuando operaciones

Vu = 10xyz3 i + 5x22%j + 15x2yz2 k

Vu x v = (25x%z* - 30x2y?z?)i + (45x3yz? - 50xyz*)j + (20xy?z® - 15x32%)k

finalmente

V- (Vux¥) = 50xz* - 60xy2z2 + 45%32% - 50xz* + 60xy2z2 - 45x322

V-(Vuxv)=0

Ejemplo 2.36

Sea al funcion F = 3xy2z3 y el campo vectorial # = VF

a) Comprobar la siguiente propiedad
V-(Fu)=F(V- i)+ (VF)- i

b) Determinar si ¥ es irrotacional y si es solenoidal.

Resolucion

a) Se tiene
i =VF = [Syzz3 , 6xyz3 | 9xy222]
Fir = [9xy*z% , 18x2y%26 , 27x%y%2°]
V - (Fit) = 9y*z% + 54x2y2z6 + 135x2p%z*

.(a)

Por otro lado
V-u = 6xz® + 18xy%z

F(V - @) = 18x2p2z% + 54x2y4z*

(VF) - @ =u-il =9y*25 + 36x2y2z5

. (b)

+ 81x2y*z*. . (¢

De donde se observa que (a) es igual a (b) méas (c)

b) Setiene Vx i =0
Por otro lado

dv i =V - u

6xz% + 18x2y2z # 0

Ejemplo 2.37

= M es irrotacional

= ¥ no es solenoidal

Sia@ =a, i+ a,j+ a; kesuncampo vectorial solenoidal, cuyas componentes

— X 2
a, y a; son a, =ye +y y

la componente 4, del campo.

Resolucion
Por ser campo solenoidal div @ = V-a=0
oa, Oda, oo,

es decir — + —= + —= =

ox dy oz

obteniendo las derivadas parciales

Oa, da,

—= =e*+ 2y — = 2xy -e* -2y
dy

sustituyendo

oo

—1+(e"+2y)+(—2xy—e"—2y)=0
ox

de donde

oo,

— =2xy +e*+2y-e*-2y
Ox

finalmente o, = x*y + f(,2)

A.L.B.S.
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Ejemplo 2.38
Dado el siguiente campo vectorial de un fluido
V=x3yri+y3z?j+xk
determinar si el fluido es incompresible y si un pequefio cuerpo introducido en

el fluido tendria s6lo movimiento de traslacion.

Resolucion

Para la compresibilidad:
Si divy =V -¥%=0 entonces el fluido es incompresible.
Calculando
V-9 =3x2p2+ 39222+ 3x222 2 0
el fluido es compresible.
Para el movimiento:
si My = 6 cY = 6 el campo es irrotacional y el cuerpo tendra sélo

movimiento de traslacion.

Calculando

J

9 0 3, 3; 3
ox a_y 3 =2y°zi - 2xz°j + 2x°y k # 0
x3y2 y322 x223

~ El cuerpo NO tiene so6lo movimiento de traslacion, tiene rotacion.

COORDENADAS CURVILINEAS

Hasta ahora, se han estudiado curvas y superficies referidas al sistema cartesiano

rectangular, cuya base de vectores ortonormales es [d,j,k} en el espacio, 0 {i,j} en

el plano.

M ]

Sin embargo, si los problemas que se estudian poseen alguna simetria en particular,
su analisis puede simplificarse utilizando algun otro sistema de referencia. Los sistemas
coordenados que han resultado de mayor utilidad, a demas del cartesiano, son: el polar en

el plano, y los sistemas cilindrico y esférico en el espacio.

INTRODUCCION

En el sistema cartesiano rectangular (x,y), un punto cualquiera (x,,y,) se localiza

mediante | a interseccion de las rectas X =X, y ¥ =},.

El sistema se llama cartesiano en N,

honor de René Descartes, y rectangular % P(xy. ¥o)

porque un punto se localiza por medio
de la interseccion de rectas. a

interseccidon de las rectas. X
Xp

En el sistema polar (p,0), un punto cualquiera (p,,0,) se localiza mediante la

interseccion de los lugares geométricos p=p, y 0=00.

A.L.B.S.
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. . y &, es un vector unitario en la direccion de 0.
p=p, Representa una circunferencia de o

radio p, y centro en el origen. Por ejemplo, si se desea localizar el punto (3,45%) y dibujar ép y &y, se tiene:

s @ B

a\? ep
y '>(P(8,459 )
Vs N

e \

0-0 i ¢ \
=0, Representa una semi-recta que y 450 \
. al |

forma un angulo de 60 con P g »

respecto a la horizontal (eje

polar).

A simple vista los vectores ép y ée parecen ortogonales. Es conveniente verificar

si en efecto, dichos vectores forman un angulo de 90° en cualquier punto, y para

. . . . ., comprobar su ortogonalidad es necesario que se cumpla €+ & = 0.Paraello, es necesario
Finalmente un punto en coordenadas polares se localiza mediante la interseccion P

de una circunferencia y una recta. referir los vectores ép y €y alabase 0i,j}.

P(p,.8,)

Definicién 2.20 De la figura,

. . . - g = j + j
Si al localizar un punto en un sistema coordenado se utiliza al menos una ) | ép | cos® 1 | ép | sen j

curva, entonces el sistema coordenado se llama sistema curvilineo. pero | ép | = 1, por lo que se puede reescribir

é, = cosO i + sen0 j

Al igual que en el sistema cartesiano, el sistema polar también tiene vectores

unitarios que forman una base { ep,ee} .Donde ép esun vector unitario en la direcciéon de p de forma andloga, se tiene

A.L.B.S.
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8y = (|&y|sen0)(- i) + |éy|cosO j Por ejemplo, si se tiene una ecuacion vectorial en funcién de un pardmetro ¢ vy
pero | €| = 1, por lo que referida a la base {ép,ée}
v=v@ =v.()eé + vy é
8y = - senB i + cos0 j _ Pl e - ORI TR
entonces la derivada de ¥ con respecto de £ es

dv _ d d -
. = = %0 &)+ — (v &)
Finalmente dt dt dt
&, & = (cosB i + sen® j)-(-senB i + cosB j) = 0 de donde
lo que implica que los vectores unitarios & y &, son ortogonales. v dé dé
que implica que los v u b o e D0 Dy (1) vy ()20 4 8, L) ()
dt  ° 7 dt Pdr® dt dt
dé dé,
p oy .
Definicién 2.21 Para calcular ? y ? se utilizan las expresiones
Si para un sistema coordenado curvilineo cualquiera, los vectores unitarios
forman siempre un angulo de 90° entre si, entonces el sistema se llama p - cos@ i + sen j - (@)
sistema curvilineo ortogonal. y éy = -senB i + cosO j )
Si ahora se localizan dos puntos cualquiera P,(p,,0,) y P,(p,,0,) en el sistema De (2), y aplicando la regla de la cadena se tiene
polar y se dibujan sus respectivos vectores unitarios, se observa que dichos vectores
; ; ‘4 ; deé
cambian de direccion, o lo que es lo mismo, los vectores no son constantes. o - _genb d_ﬁ i+ cosO d_ﬁ j
dt dt ¢
deé . . do
—L2 = (- sen0 i + cosO j) = , y sustituyendo (3)
dt dt
de
_P ée d_ﬁ o (4)
dt dt
de (3),
. o . . - déy do . do .
Al variar los vectores unitarios ép y &y susrespectivas derivadas son distintas ? = -cosO = i - sen® — j
de cero, y es necesario obtenerlas.
déy , . do .
— = —(cosO i + senBO j) — , y sustituyendo (2)
dt dt

A.L.B.S.
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dAe_ A
— =-8
dt P

do
— .5
i ()

Finalmente, sustituyendo (4) y (5) en (1),

dv _ do d o do . d
E - eevp(t)z + épavp(t) - epVe(t)E + eezve(t)
reagrupando
dv | d do do d
il va(t) - Ve(t)EJ ép + (vp(t)E + Eve(t) é,
FORMULA

Para una funcion vectorial
v =v() = v, (1) &, + vy(2) &

. dv . !
referida a la base polar 0 ép,éo}, entonces 7 se obtiene mediante:
t

dv

dt

d do do d
Evp(t) = ve(t)E) ép + [vp(t)z + Eve(t) éy

Debe observarse que la expresion anterior fue generada para una funcién cualquiera
referida a la base polar, si se desea en particular expresar la posiciéon de una particula en
funcion del tiempo y referida a la base polar, se tiene que

r(e) = Yy ép
y solo existe componente radial. Si bien para localizar un punto en el sistema polar es
necesario determinar el radio y el angulo, el vector de posiciéon de un punto no tiene

componente transversal puesto que el valor del angulo queda determinado con el vector

é,.

Entonces si
r(t) = ry ép

representa la posicion de una particula en funcion del tiempo # y referida a la base

{ép,ée}, la velocidad y la aceleracion de la particula estan dadas por:

dr rd—e
dt * P dt

d? 2 2 d
ay = | o p [0 e 4 | 90 LT d0 |,
P\ dt P P dr? dt dt

%

LONGITUD DE ARCO EN COORDENADAS POLARES

Considérese ahora una porcién de curva y los puntos P,y P,, en un sistema rectangular.

y

Como las distancias son infinitesimales

dsy? = (dx)* + ()

B
ds
r/ .
B dx B
X
En el caso polar se tiene
y ~
R, v
P,
/ ds= pde
/
ds = dp /
—P //// N
0 //’ /’/// Py
[ de —
e
%
X Y X

A.L.B.S.
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Puesto que la longitud de un arco en funcién del angulo central es ds = pdb

de donde
y (ds)? = (k) + (&)
F en coordenadas polares
N (ds)? = (dp)* + (pdBY:
as = 1(dp)* + p*(d0Y’
Py Donde 1, p, son factores de escala.
P
da ’
£ X

Los factores de escala son aquellos elementos que multiplican a las diferenciales

de las coordenadas de referencia curvilineo.
DIFERENCIAL DE AREA EN COORDENADAS POLARES

Para el célculo de areas, el elemento de area en coordenadas polares es:

y
pde

dA = pdp db

dp

GRADIENTE DE UNA FUNCION EN COORDENADAS POLARES

Sif = f(p,0), para encontrar Gf(p,e) se utilizara el concepto de derivada direccional,

%f - Vf- 8,

La derivada direccional en la direccion de p (0 constante) es g

La derivada direccional en la direccion

g 1

@ _ o
op

de O (p constante)

€s

= 2 = — L puesto que el elemento longitud arco ds en la direccién de O es

pdd p 00

Por lo tanto, si f = f(p,0) entonces

= o . 1 of .
Vf(P,e)-a—pep’rE%ee

Ejemplo 2.39
Sea la funcién f(p,0) = p0O, obtener §f

Resolucion

S _of 4 1 of ,
Vf(p’e)_a_pe“ﬁ%e"

obteniendo las derivadas

g U

ap a0

p , sustituyendo:

Ejemplo 2.40
Referir V/(p,0) = 08, + 8y alabase 0, j}.

A.L.B.S.
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Resolucion

Vf(p,0) = 08, + &

pero é, = cosO 7 + sen@ j
éy = - sen0 i + cos 6 j, sustituyendo
€f(p,0) =0(cos0 i +sen0O j) + (- senO i + cos0j)
Reagrupando
€f(p,0) = (0cosO - sen0Q) i + (0senO + cos0) j

CAMBIO DE VARIABLES: JACOBIANO DE LA
TRANSFORMACION

En el curso de Calculo II se estudio al jacobiano como un determinante que resultaba al
resolver sistemas de ecuaciones, pero el jacobiano es mucho mas que solo eso. La
aplicacién mas importante e interesante del jacobiano es utilizarlo como un factor al
realizar un cambio de un sistema coordenado a otro.

Considérese una region ny que es transformada en una region R, mediante una

regla de correspondencia biunivoca,

b3

v
SR
-
u

dada por: x= f(u,v), y=g(u,v)

. . X .
entonces el jacobiano de X ¢ y conrespectoau# y v,J ( ;y) , recibe el nombre de
u,v

jacobiano de la transformacioén y proporciona una relacion entre las areas de ny y R,

de acuerdo al siguiente teorema.

Teorema

Sean ny una region en el plano xy y R, unaregion en el plano uv,

relacionadas mediante las ecuaciones de transformacién x = f(u,v) y

y = g(u,v) de forma que un punto de ny es imagen de un unico punto

de R, .Sif y g son continuasy tienen primeras derivadas parciales

. x L
continuasen R,y J ( ;y] es distinto de cero en R, entonces:
u,v

= *,y
A&y ‘J(u,v) ‘ARW

PROPIEDADES DEL JACOBIANO

1) Dada una transformacion
x=x(u,v)
y =y(u,v)
si J( x,y] # 0, entonces J( u,V) = 1
u,v x,
y J( x,y]
u,v
2) Si existe una composicion tal que:
x=x(u,v) 4o ou=u(p.q)
y=y(u,v) =v(p.q)

entonces J(M) =J(M] J(M)
pP,q u,v p,q

Ejemplo 2.41

Sea la regla de transformacion
x = f(u,v) = - Lu-v)
1
y=g(u,v) = S(u+v)

A.L.B.S.
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y R, laregion limitada por las grificasdex = 0,x +y =2 y y - x = -1, v
a) Dibujar ny en el plano xy.
b) Obtener el area de la region ny. 3 (g ) é_ )
¢) Dibujar la imagen de la region ny en el plano uv (R, ). / ¥
d) Obtener el area de la region R, . %
—_—

A

¢) Calcular la relaciéon entre las areas "y
Ruv
; G
f) Obtener el jacobiano de la transformacion J B . Finalmente A4, = — 2/ = =
u,v Ry 2

Resolucion

. ¢ Para dibujar la imagen en #V es necesario aplicar la transformaciéon a cada
a) Se traza la grafica de cada una de las rectas en el plano xy, y la region ny ) ! & P

una de las rectas que limitan la region en xy.
es la porcion del plano contenida por las tres rectas.

T
v Para larecta x +y=2 -
p y—x=—1 ) . )
se sustituyen x e Yy utilizando las reglas de transformacién
x=0 T
S xry=2 » [~t-w))+(taew)=2
2 <
_1/ N 111 1

simplificando -—u+ v+ —u+ —v=2

Zv =2
b) Existen varias formas para calcular el area de la region,puesto que la region

es un triangulo, el area se obtiene mediante: vy =3

base) (altura)

4. = (base) (altura) k= -
R, > Para y - x 1
T

y o . . -x=-1 - ({u+v)-(-L@-v))=-1

la base es el lado del tridngulo que coincide con el eje ¥,y vale 3 unidades; y-x gl *v S M-y

la altura es la abscisa del punto de interseccion de las rectas x +y = 2 y

y—x=—1yvale%. 377373

A.L.B.S.
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Para x = 0

T
x=0 - —%(u—v)=0

—lv + lu = 0 entonces v = u
3 3

finalmente la imagen de la region ny en el plano uv es

'// V=u

d)  Puesto que laregion R, es triangular, su area es

Ry 2 2 8
e) Larelacion entre las areas es
9
Ay . 4 _ 2
81
ARuv 9

f) El jacobiano de la transformacion

ox ox| |,
HES: =6u8v:_§§ _ 1
u,v oy dy 1 1 9
du Ov }

O | =

. . - X. .
En el ejemplo anterior se puede observar con facilidad como | J Xy es igual
u,v
ARx
.7 r y . .
a la relacion entre las areas ; sin embargo, debe tenerse en cuenta que, en general,
Ruv

el jacobiano es una funcidn cuyo valor dependera del punto en el que se evalue, por lo que
cuando el jacobiano de transformacion no es constante, el mapeo o relacion entre las
regiones, debe hacerse punto por punto. Esta relacion entre regiones punto por punto tiene
su principal aplicacion al calcular areas y voliumenes de superficies y cuerpos utilizando
un sistema coordenado distinto del cartesiano. Ejemplos relacionados con estos cédlculos

se estudiaran en el capitulo IV del curso.

Ejemplo 2.42
Sean las ecuaciones de transformacion
X=u+v
y=u-v?
u,v
x,y

Obtener J( ] en funcion de # y v, utilizando las propiedades del

jacobiano.
Resolucién
Puesto que se proporcionan las ecuaciones de transformacién de (u,v) a (x,y),

X,y

, pero utilizando la
u,v

se puede obtener de forma directa el jacobiano J(

primera propiedad

J(M) J(M) = 1, se tiene

u,v X,y
J( u,v] _ 1
X,y J(ﬂ)
u,v
de donde

A.L.B.S.
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( u,v ) 1 1 1
J = = = W
X,y ox Ox 11 -2v -1 v=23u
du OJv R; 1 v=du—1
oy 9y
ou Oov 1 -2v
1 v=5-3l
gl #v | - _ 1 3 i
x,y 2v + 1 V=-lu
3
Ejemplo 2.43
Dada la transformacion
- ox Ox 3 -1
x=3u-v 34 av
u Jdv
y=u+3v b) J V| - = =9 +1=10
L . / . X,y dy oy
a) Dibujarlaregion de R’ del plano uv en la cual se transforma la region R del 5 5 1 3
plano xy limitada por las graficasdex = 0, x =1,y =0yy =1.
b) Calcular J L4 ¢) Puesto que 4, =g XY A, , larelacion entre las areas es
u > v &7}’ u , v Ruv
¢) Determinar la relacion entre el area de R y el area de R’ Any 10
Resolucién ARW

a) Aplicando la transformacion a cada una de las ecuaciones

x=0 - 3u-v=0 = v =3u

x=1->3u-v=1 = v=3u-1 i
COORDENADAS CURVILINEAS ORTOGONALES

y=0 - u+3v=0 - v=-—-u

-1y La transformaciéon entre las coordenadas de un punto (#,v,w) en coordenadas

y=1-> u+3v=1 = v-=

) , curvilineas a un punto (x,y,z) en coordenadas cartesianas se define por medio de :
Por lo que la region R’ es
x =x(u,v,w)
y =y(u,v,w)
z=z(u,v,w) . (D

donde x, y y z tienen sus primeras derivadas parciales continuas y su jacobiano es

A.L.B.S.
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distinto de cero en una cierta region, es decir | a_l_‘ o = 1 8_1_‘ o = 1 a_F
22 L g “" Jor| ou * er] o v Jor] ow
u,v,w ou ov ow
Los puntos en los que J LEBALE s 0, se llaman puntos singulares, y en Y si renombramos
U,v,w ‘ or ‘
h, = |-
dichos puntos no existe la transformacion inversa. ou
n o= |or
Por otro lado, para los puntos no singulares se puede obtener la transformacion v v
inversa oF
r
h, =|— .(3)
Yo |ow ‘
u=u(x,y,z)
v = v(x,y,2) entonces se puede escribir
b b
1 or
w=w(x,y,z) ) e, = — &
h, Ou
- o - 1 or
Sila funcidon vectorial r representa el vector de posicion de un punto en el espacio, v h_ 5 @)
—_ . . v —
entonces r = xi + yj + zk s _ 1 or
w
h, ow
y al sustituir (1), se tiene
- _ = . R donde h, , h, y h, sonlos factores de escala y satisfacen h, h, h = |J EaRALE
r:r(u,V,W):x(u,V,W)l+y(u,V,W)]+Z(u,V,w)k u > v w u v -w U, v, W

) ) Por otro lado, al considerar la transformacion inversa (2),
Esta funcidn representa un "mapaeo" o cambio de coordenadas de un punto en

coordenadas (u, v, w) aunpunto en coordenadas (x, ¥, z) y referido a la base de vectores

u=u(x,y,z). ... (2a)
ortonormales i, j, k.
v =v(x,y,z) ... (2b)
. . L= = . . . w=w(x,y,z) ... (20)
Si en la funcién vectorial » = r(u,v,w) se fijan dos variables, por ejemplo v

y w,entonces r = r(u, Vos Wo) es una curva coordenada, y se puede obtener un vector

se observa que cada funcion escalar representa una hipersuperficie y para representarla en
tangente a dicha curva al derivar la funcién r = ¥ (u, vy, W,), de igual manera, se pueden un espacio de 3 dimensiones es necesario utilizar el concepto de superficies de nivel. Por

obtener curvas coordenadas al fijara # y w ,y a # y Vv ,respectivamente, por lo ejemplo, si en la ecuacion (2a) se fija el valor de #, entonces

tanto, en un punto P, los vectores unitarios y tangentes a las curvas coordenadas son:

uy= u(x,y,z) ... (2a)

A.L.B.S.
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representa una superficie de nivel, y el vector normal unitario a la superficie coordenada

Vu . Es decir, los vectores

(de coordenada u = u, ) estd dado por

| Vul
é, , é , é, normalesenel punto P alas superficies coordenadas u , v , w,
son:
- 1 Z
é, = — Vu
|Vu
U | v
€&, == WV .. (5
|Vv
5 1 S
ew = - VW
|Vw
NOTA: Los vectores unitarios tangentes a las curvas coordenadas y los vectores

unitarios normales a las superficies coordenadas en un punto P son los

mismos vectores, solo si el sistema coordenado es ortogonal.

Puesto que #,Vv,w forman un sistema ortogonaly &,, & y &, sondemodulo

unitario se tiene

éu.Au=1

ia—'_‘ 1 Vu| =1

h, ou | Vu |

1o g, o .6
h, |Vu| O

ﬂ:%i+@j+gk

ou ou ou ou
S _Ou, Ou, oOu

recordando que

Vu=—i+ —j+ —k
Y Ox ay] 0z
entonces ﬂ . eu =1
ou

debido a que, de (2a)

u=u(x,y,z) y sustituyendo (1)
=ulx(u,v,w),yu,v,w),z(u,v,w))

derivando con respecto de # se tiene

dudx iy, L ®
Ox du dy ou oz Ju
sustituyendo (7) en (6) % =1
h, | Vu|
finalmente |€u| -1
hu
. S 1 S 1
de manera andloga |Vv| = — y |Vw| = —
hV hw
-
| V|
1
es decir : hv —— ... 09
|Vv]
oo L
|Vw]
Y sustituyendo (9) en (5)
é, = hu§u
é, = hvev
é, = h,Vw ..(10)

A.L.B.S.
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El elemento diferencial de longitud de arco en coordenadas curvilineas ortogonales es:

(ds) = (h, du} + (b, av}? + (h, dw)

El elemento diferencial de volumen en coordenadas curvilineas ortogonales es:

dv = hhh, dudviw

du dv dw

o bien dv = ‘J(M
U, v, w

GRADIENTE, DIVERGENCIA Y ROTACIONAL EN

COORDENADAS CURVILINEAS ORTOGONALES

Si f = f(u,v,w) es una funcidn escalar, el gradiente en coordenadas curvilineas es

=, 19, 1 1
ad f=Vf=——¢8& + — —
grad f = V/ hou" hov ' how "

u v w

Si F=F(u,v,w)=f, & +f & +f & ecsunafuncion referida a la base

{é,,é,8 }, entonces:

La divergencia es:

N

=S 0 0 0
div F=V: —(h,h —(h, h —(h, h
v I E L U S R G

u v.ow

El rotacional se obtiene mediante:

huéu hvév hw’\w
R 9 98 9
rotF—VXF—hhh 3 ay o

u
huf;z hvf; hwf w

El laplaciano de la funcién escalar f = f(u,v,w) encoordenadas curvilineas es:

divgrad f =V - Vf = V°f =

1 [ofmh o), (kb ), ofmh o
h,h,h, |Oul h, Ou ov| h, ov ow|\ h, ow
Coordenadas cilindricas
2
x = pcos@ p =X
T:\y=psen® T':{0 = angtan
z =1z

Funcién escalar  f = f(p,0,z)
Funcién vectorial F = f(p,e,z) =18, + fobs + 1.8,

h, =1

Los factores de escala son : hy = p
h, =1

Coordenadas «

A.L.B.S.
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F=%(u2—vz)i+uvj+zk
de donde
%:ui+vj hu:?‘= u? + v?
o= 2 + Y2+ 22 “ “
a—'_‘:—vi+uj h, = or | _ u? + y?
x = psend cosO y y ov ov
T:{y=psendsend T‘1:<9 = angtan = = angsen ——— _ _
x 2,2 or or
z = pcos Xty 8_:k h, = a—‘=1
¢ = angcos; = angtani“xzw2 : :
x2+y?+z? z El jacobiano de la transformacion J( M) es
uU,v,z
Funcién escalar  f = flp,d,0)
ox OJx Ox
_ _ 5 g E u -v 1
Funcién vectorial F = F(p,$,0) :fpép + foly * Sobo
dy dy 0
J| Y2 - LA A v u 0| =u(u) +v)+ 1(0)
U, v,z ou Jv Oz
By 1 o oz oz
_ 0 0 1
Los factores de escala son : h¢ =p ou Jdv Oz
hy = psend
= u? 4+ 2

Ejemplo 2.44

Obtener los factores de escala y el jacobiano de transformacion de las coordenadas

cilindricas parabélicas (u,v,z), si las ecuaciones de transformacién son Obsérvese que el valor absoluto del producto de los factores de escala es igual al
9

jacobiano de la transformacion.

x=%(u2—vz) o<y <
= uv v>0 Ejemplo 2.45
z =2z - <z< o
Sea el sistema de coordenadas curvilineas (%, V), el cual estd referido al sistema
Resolucion cartesiano (x,y) por medio de las relaciones:
Para obtener los factores de escala se plantea primero la funcién 7 u=-3x+y, v=x+3y

A.L.B.S.
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a)  Verificar que el sistema #Vv sea ortogonal.

b)  Dibujar la region R’ del plano #v en la que se transforma la regiéon R del

plano xy limitada por las rectas

y=3x,y=3x-6,x=-3y+18, x=-3y+6

¢) Calcular J( ﬂ) .
uy

d) Determinar la relacion entre las areas de Ry R’.

Resolucion

a) De las ecuaciones de transformacion
Vu=-3i+j
Vv =i+ 3j
de donde

Vu-Vv =[-3,1]1-[1,3]=-3+3=0

por lo que el sistema uv es ortogonal

b)  Paralaregion R se tiene que reacomodar -3x + y = 0,
-3x+y=-6, x+3y=18, x+3y =6
de donde; transformando al sistema #v, se tiene
u=0, u=-6, v=18, v=6
por lo que la region R’ es
Vv
18

¢) Setiene

B 52 I R IR
x,y 1 3
A N
7RY 10
1
d) AR—I—AR,

GENERALIZACION DEL CONCEPTO DE GRADIENTE Y
DERIVADA DIRECCIONAL

Anteriormente se estudi6 el gradiente de una funcién escalar , f=f(x,y,z)

gradf = vy=9L ., 0L, 3y
dx dy oz

Sin embargo, el concepto de gradiente es mucho mas general , y es aplicable a

funciones vectoriales, es decir,

sio F=fi(x,y,2)i+fi(x,p,2)j+f(x,y,2)k

entonces:
% O
ox dy 0z
- - = 0 0 5}
gradF = VF = _;é ;é..;é
ox Ody Oz
oL 9% 9%
dx OJdy 0z

Con esta generalizacion del gradiente, la derivada direccional definida para una

funcién escalar como

df _ S, ,
—_— = V .
ds /e

también se generaliza, teniéndose

A.L.B.S.
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- [VF] e

&5

=Vf,-ei+Vf,-ej+Vf,-ék

Ejemplo 2.46

Obtener el gradiente de la funcion vectorial F, si

F=F(x,y,z)=3xyi+e?i+xyzk

Resolucién
3y 3x 0
VF - yze™* xze** xye
2xyz  x%*z  x%y
Ejemplo 2.47

Obtener la derivada direccional de F (del ejemplo anterior) en el punto

(1,1, 1)yendireccionde e = (%, é, L)

V3
Resolucion

3 3 0 1 3
V3 V3
AF _I9F] [2] =| e e e Lo £

ds V3 V3
R 2 4

2 1 1 V3 V3

Sl Bl
- 5l

5

o bien

Ejemplo 2.48

El campo de velocidades de un fluido esta dado por U - xWyi+y¥zj+ xz?k,

en donde x,y,z estan en metros y | U | en metros por segundo.

Calcular la rapidez de crecimiento del campo U en el punto A(2,1,1) y en

direccion al punto B(4,3,2).

Resolucion

La rapidez de crecimiento esta dada por el mddulo de la derivada direccional.

La matriz gradiente del campo U es:

para la direccion AB = [2,2,1]

A.L.B.S.
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[2,2,1] =

W | =

W | =
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Entonces sustituyendo en:

dU _ 551 s
— =[VU] [é]
ds
se tiene
16
- 3 -
a 5| = | 5.935 mis que es la rapidez pedida.
ds 3 ds m
2
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